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Introduzione

All’inizio degli anni ’70 ¢ stata individuata una precisa analogia tra la termo-
dinamica classica e le leggi che in relativita generale regolano la dinamica dei
buchi neri: si & trovato che e possibile scrivere le “quattro leggi della termodi-
namica dei buchi neri”, in cui la massa del buco nero svolge il ruolo dell’energia
(in modo consistente con l'identificazione relativistica delle due grandezze), la
gravita superficiale dell’orizzonte degli eventi prende il posto della temperatura,
e la sua area quello dell’entropia.

Un preciso indizio che questi risultati fossero da considerare piu di una
semplice analogia & venuto nel 1975 dalla scoperta teorica della radiazione di
Hawking, ovvero dell’emissione da parte dei buchi neri di uno spettro termico
di particelle quantistiche caratterizzato da una temperatura esattamente propor-
zionale alla gravita superficiale dell’orizzonte degli eventi. Pill precisamente, se
si quantizza una teoria di campo classica sul background spazio-temporale di un
buco nero formatosi per collasso gravitazionale, si trova che lo stato di vuoto
del campo definito rispetto a misurazioni effettuate per “tempi antichi” (quan-
do la materia ¢ ancora molto dispersa) appare agli osservatori “tardi” esterni
al buco nero come un bagno termico di particelle provenienti dalla direzione
dell’orizzonte.

Il fatto sorprendente & che la produzione di particelle non puo essere attribui-
ta a una interazione diretta del campo quantistico con il campo gravitazionale,
ma appare piuttosto essere un effetto della diversa definizione del concetto di
“particella” da parte degli osservatori “antichi” e “tardi”. Questa circostanza
ci induce a riflettere sul carattere “conflittuale” dell’eredita scientifica lasciataci
da Albert Einstein (vedi fig. [I]).

Da una parte, I’affermazione del gruppo di Poincaré della relativita ristret-
ta come gruppo di simmetria globale dello spazio-tempo € stata alla base della
grande sintesi teorica della prima meta del secolo, iniziata con il riconoscimento
dell’elettromagnetismo di Maxwell come teoria special-relativistica e culminata
con la formulazione della teoria quantistica dei campi; i concetti fisici e gli sche-
mi interpretativi di queste teorie si riferiscono pertanto alla classe privilegiata
degli osservator: inerziali special-relativistici. Dall’altra parte, il principio di
equivalenza della relativita generale garantisce il gruppo di Lorentz come gruppo
di simmetria solo locale: ¢’ pertanto una difficolta di principio nel generalizzare
a geometrie spazio-temporali curve i concetti e gli schemi ereditati dalle teorie
special-relativistiche, in particolare quando questi si basano esplicitamente sulle
simmetrie globali dello spazio-tempo di Minkowski.

Questo ¢ il caso, in elettromagnetismo classico, del concetto di “radiazio-
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viii INTRODUZIONE

ne” e, in teoria quantistica dei campi, della nozione di “particella” (che non &
soltanto un aspetto interpretativo, ma interviene esplicitamente nella quantiz-
zazione degli operatori di campo e nella determinazione dello stato di vuoto).
Gia nel 1939, questa difficolta era chiara a Erwin Schroedinger, che si preoc-
cupava della creazione di particelle dovuta al mizing delle frequenze positive e
negative (e quindi, come vedremo, degli operatori di creazione e di distruzione)
in un universo in espansione [Schroedinger 1939].

E interessante vedere che una comprensione qualitativa di queste difficolta
si puo ottenere gia nel caso semplice di un campo gravitazionale costante, simu-
labile nella stessa relativita speciale utilizzando sistemi di riferimento accelerati
(campi apparenti). In elettromagnetismo classico, ad esempio, si trova che la
nozione di radiazione di una particella accelerata, apparentemente “fisica’ e
ben assestata, mon & invariante rispetto a trasformazioni tra sistemi di riferi-
mento inerziali e sistemi accelerati. Per la teoria di un campo quantistico nello
spazio-tempo di Minkowski, un fenomeno analogo ¢ dato dall’effetto Unruh,
ovvero dalla misurazione di una radiazione termica quantistica nello stato di
vuoto del campo da parte di un osservatore uniformemente accelerato; 1'usuale
definizione matematica di “particella” (legata alla decomposizione di Fourier
degli operatori di campo) non ¢ pertanto valida per gli osservatori accelerati.

Mediante 'introduzione di una serie di “esperimenti teorici” originali, basati
sull’utilizzazione di un semplice modello di detector semiclassico (un siste-
ma quantistico puntiforme in moto su una traiettoria assegnata nello spazio
di Minkowski), abbiamo pertanto esplorato il significato che ¢ possibile dare
operativamente in teoria di campo al concetto di “particella”, individuando-
lo negli scambi energetici discreti dei detectors con il campo; questa nozione
coincide con l'usuale definizione matematica soltanto per la ristretta classe
degli osservatori inerziali nello spazio-tempo piatto. Abbiamo quindi esteso
leffetto Unruh a una classe di osservatori uniformemente accelerati pit gene-
rale di quella usualmente considerata (ovvero a tutte le traiettorie a curvatura
costante), ricavando gli spettri (quasi-termici!) osservati.

In un contesto piu generale, la teoria quantistica dei campi su spazio-tempo di
background curvi, studiata a partire dai primi anni ’70, rende definitivamente
evidente 'arbitrarieta del concetto di “particella” negli spazio-tempo diversi da
quello di Minkowski, e ci permette di collocare in un quadro di riferimenti fisici
e matematici piu precisi il fenomeno della radiazione di Hawking.

Per sondare ulteriormente I'effetto Hawking dal punto di vista del nostro con-
cetto operativo di “particella”, abbiamo anche esaminato le misurazioni di un
detector in orbita intorno a un buco nero.

Il punto debole della “termodinamica dei buchi neri” rimane ’assenza di una
soddisfacente interpretazione statistica della loro “entropia” nei termini della
dinamica dei campi di materia sul background di buco nero, o, ancor meglio,
della stessa dinamica quantistica del campo gravitazionale. Il nostro lavoro
termina con una discussione dei tentativi pili interessanti emersi in questo senso.
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Figura 1: Beatrice, la “piccola fisica” protagonista di questa tesi, medita la
difficile eredita di Einstein

E affascinante pensare che gran parte della fisica di cui ci siamo occupati
¢, in un certo senso, fisica del vuoto: gli effetti Hawking e Unruh consistono
in misurazioni sullo stato di vuoto del campo quantistico, che rivela proprieta
dinamiche assolutamente inaspettate; d’altronde, ’assenza di “particelle” e di
“radiazione”, che sugli spazio-tempo curvi diventano cosi elusive e maldefinite,
e proprio il metro con cui intuitivamente si vorrebbe definire il vuoto; infine,
i buchi neri sono soluzioni delle equazioni di Einstein nel vuoto, in assenza di
campi di materia; sono pura geometria, eppure sono caratterizzati da parametri
che chiamiamo “massa”, “temperatura” ed “entropia”!

La tesi ¢ organizzata come segue:

e nel primo capitolo presentiamo la nostra discussione sulla nozione opera-
tiva di particella, che utilizziamo per discutere I'effetto Unruh;

e il secondo capitolo € un “interludio” sul concetto di radiazione in elettro-
magnetismo classico e in particolare sulla validita del principio di equiva-
lenza per le test-particles cariche;

e nel terzo capitolo esponiamo brevemente la formulazione della teoria quan-
tistica dei campi su uno spazio-tempo di background curvo, seguendo
principalmente la sintesi di [Wald 1994]; tra le altre cose, discutiamo il
“formalismo di matrice S” necessario per un’analisi organica degli effetti
Unruh e Hawking;
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e nel quarto capitolo, dopo una breve introduzione ai buchi neri, sia nella
loro definizione globale (come regioni dello spazio-tempo escluse dal pas-
sato causale dell’“infinito futuro nullo”) che come famiglia di soluzioni
esatte (di Kerr-Newman) delle equazioni di Einstein, dimostriamo le leggi
della “termodinamica” e deriviamo il risultato di Hawking;

e il quinto capitolo, infine, ¢ occupato da una discussione delle principali
proposte per I'interpretazione statistica dell’entropia dei buchi neri. Ana-
lizziamo, tra ’altro, il lavoro recentemente svolto nell’ambito della loop
quantum gravity di Ashtekar, Rovelli e Smolin, dove si tenta di ottene-
re una stima per l'entropia contando esplicitamente il numero di stati
quantistici caratterizzati da un certo autovalore dell’operatore “area”.
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Notazioni e convenzioni

In questo lavoro adottiamo la notazione a indici astratti per le grandezze tenso-
riali su una varieta differenziabile: gli indici latini a, b, ... denotano il carattere
covariante o controvariante astratto dei tensori senza riferimento a nessuna base
di coordinate particolare. Ad esempio, u® € un vettore, u, una l-forma, & cosi
via. Quando abbiamo voluto indicare esplicitamente le componenti dei tensori
in un sistema di coordinate, abbiamo utilizzato gli indici greci u, v, .. ..

Nel contesto della relativita speciale, dove la distinzione tra oggetti fisici e
coordinate-dependent & piu sfumata, abbiamo generalmente utilizzato gli indici
greci per denotare le componenti dei tensori nei sistemi di coordinate inerziali;
inoltre abbiamo indicato come z#, z* gli eventi dello spazio-tempo di Minkowski
e abbiamo usato il carattere bold (come in u) per i quadrivettori.

Per le metriche delle varieta differenziali lorentziane abbiamo assunto una
segnatura positiva: in particolare, la metrica di Lorentz ¢ data (in una base di
coordinate inerziali) da

~1.0 0 0

[ 0o 100

=10 01 0 W)
0 00 1

Dove non diversamente indicato, abbiamo adottato le unita di Planck, in
cui h = G = ¢ = 1; tutte che nelle unita ordinarie sono esprimibili in termini di
L, T e M diventano adimensionali. In tabella sono riportati i valori CGS delle
unita di Planck.

lunghezza: Ip = (Gh/c)? | 1.6-107% cm

tempo: tp =lp/c 5.4-10"%5¢
massa. mp = lpc? /G 2.2.-107%g
energia: Ep = Ipct/G 2.0-10% erg = 1.3 - 10" GeV

temperatura: | Tp = Ep/k 1.4-1032°K




Capitolo 1

Detectors, particelle ed effetto
Unruh

Che cos’e, in teoria quantistica dei campi, una “particella”?

La domanda sembra quasi oltraggiosa: non ci dovrebbero essere problemi a
definire gli oggetti che quotidianamente si osservano nelle fotografie degli espe-
rimenti di scattering, e per i quali sappiamo calcolare sezioni d’urto e branching
ratios con un ottima rispondenza ai risultati sperimentali. Ma & proprio que-
sta aderenza dei calcoli teorici all’empiria che ci fa dimenticare che la parola
“particella” assume in effetti due significati ben distinti:

1. per “particelle” si intendono, con una definizione operativa, “gli oggetti
misurati dai rivelatori di particelle” (le tracce nelle camere a bolle, i click
dei contatori Geiger, e cosi via);

2. con “particelle” si denota un concetto matematico legato alla decomposi-
zione di Fourier degli operatori di campo in frequenze positive e negative,
oppure, ad un altro livello, alle diverse rappresentazioni del gruppo di
Poincaré.

La tesi di questo capitolo e che la definizione matematica di “particella” &
fatalmente legata alla simmetria dello spazio-tempo di Minkowski, al punto
di non risultare invariante rispetto a trasformazioni da sistemi di riferimento
inerziali a sistemi uniformemente accelerati, e di cadere completamente per
osservatori in moto su traiettorie non inerziali piu generali.

Di fronte a questo risultato ci si potrebbe accontentare della sola definizione
operativa, finché non ci si ricorda che I'identita dei due concetti costituisce 1’in-
terfaccia tra i risultati sperimentali della fisica delle particelle e il formalismo
teorico (di matrice S). Ora, qui sulla terra, il punto di vista degli osservatori
inerziali & piu che sufficiente per descrivere tutti gli esperimenti desiderabi-
li; & evidente, pero, che se lo spazio-tempo fosse apprezzabilmente curvo ci
troveremmo in guai seri. Ma questo ¢ I'argomento del cap. Bl

Nel corso di questo capitolo mettiamo a punto una nostra definizione ope-
rativa di “particella” basata su un semplice modello di detector semiclassico
accoppiato al campo (sez. [[I]); incontriamo 1'effetto Unruh (la misurazione
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Figura 1.1: Beatrice e il Piccolo Fisico Teorico

di “particelle” nello stato di vuoto del campo da parte di un detector unifor-
memente accelerato), che poi interpretiamo come la misurazione di “particelle
degli osservatori accelerati” (sez.[L.2); infine (sez.[L3]), discutiamo in modo este-
so la relazione tra la definizione operativa e quella matematica e il fallimento di
quest’ultima, tanto che con potremmo dire

particles do not exist!

1.1 Il “piccolo fisico teorico”

Per Natale, Beatrice ha ricevuto il regalo che desiderava: il Piccolo Fisico Teo-
rico 4: Seconda Quantizzazione. Il kit contiene una strana scatola quadrata e
una serie di buffi topolini meccanici (fig. [L1]). Le istruzioni recitano:

Questa scatola contiene il nostro speciale Campo Scalare Neutro.
L’interruttore sul lato permette di attivare e disattivare 1’evolu-
zione temporale del campo; la manopola permette di regolarne la
temperatura.

1.1.1 1II Campo Scalare Neutro

Il Campo Scalare ¢ il campo piu semplice che si puo studiare in fisica teorica:
si tratta di un campo scalare reale di Klein-Gordon con densita di lagrangiana

L) = 5196 + Zm(a)? (1.1)
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ed equazione classica
Og(x) — m2p(z) = 0. (1.2)

Al fine di semplificare i calcoli, porremo d’ora in avanti m = 0. I risultati
che otterremo sono comunque estendibili a m # 0 e agli altri campi che si
considerano di solito.

Il campo ¢(x) ¢ quantizzato canonicamente secondo 'usuale procedura (ve-
di ad es. [Bjorken e Drell 1965]): si impongono le relazioni di commutazione
canoniche (CCR) per ¢(z) e w(x) = ¢(z); si sviluppano gli operatori di campo
sulla base delle soluzioni di onda piana dell’eq. (.2),

p(a! 1) = /d?’k‘j :

—_— ak.e_i”t”kjmj+aT_ei“’t_ikjwj), kil =w; (1.3
s (o L bl =w; (13)

si inverte questa equazione, insieme a quella per 7(z), e si dimostra che a; e

.i.

a;, , come operatori, soddisfano all’algebra bosonica
J

[arg» ] = Ok — k) (1.4)

si sceglie infine come spazio di Hilbert della teoria lo spazio di Fock generato
dall’applicazione ripetuta degli aLj sullo stato di vuoto |0).

1.1.2 1 Topi Detectors
Beatrice apre la scatola; a lei sembra assolutamente vuota, ma. ..

...dato che il Campo Scalare non e accoppiato con i campi “fisici”
del Modello Standard, non ¢ possibile osservarlo direttamente (e il
kit offre garanzie assolute dal punto di vista della sicurezza: non
interagisce con i bambini!). Allo scopo di compiere osservazioni, il
kit comprende un set di Topi Detectors, appositamente costruiti per
essere sensibili al Campo.

I Topi si muovono classicamente nello spazio-tempo di Minkowski secondo
traiettorie prestabilite; internamente sono sistemi quantistici a due livelli,

Hr = (AE)ATA, (1.5)
AMlor) = [1r), Allr) = [07),

Alor) = AT[1g) = 0. (1.6)

L’hamiltoniana di interazione tra Topi e Campo & data da

Hi(r) = pu (A7) + AN (7))ol (7)), (1.7)

dove p ¢ la costante di accoppiamento, 7 ¢ il tempo proprio (relativistico) del
Topo e z(7) la sua world-line.

Un’interruttore sul dorso dei Topi permette di predisporli nello stato |Or) o
|17); una manopola di regolare la differenza di energia AE tra i livelli. Infine i
Topi sono dotati di un timer che puo essere regolato per suonare dopo un tempo
proprio T'.
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L’esperimento-tipo consiste nel liberare un Topo nel Campo facendo
partire il timer; chiudere la scatola, aspettare che il timer suoni,
riaprirla e verificare lo stato del Topo.

Le istruzioni spiegano come predire il risultato dell’esperimento utilizzando la
regola d’oro: al prim’ordine le probabilita di transizione tra gli stati dei Topi
sono date, se il campo e inizialmente nello stato di vuoto, da

2

P(j0r) — [11)) = Z

|v)

->
%)

T T
2 /0 drs /0 dry e OB (0] (a(7)) d(a(72)) 0):

T
iu/O dr (1 [(] (A(r) + A (7)) ¢(x(7)) 01) |0)

2

T
i / dr BB (0] g(a(r)) [0)| = (18)
0

T T
Iu2/0 dm /0 dry ei(AE)(Tz—Tl) <0| ¢(x(T1)) (;5(1’(7’2)) ‘O>(,1 9)

P(|11) — |01))

dove abbiamo esplicitato la dipendenza da Ht degli operatori di Heisenberg
A(7) e Al(r),

A(T) — eiHTTAe—iHTT’

Al(1) = eHrT AT =17, (1.10)

preso gli autovalori sugli stati [17) e |0r) e sfruttato la completezza degli stati
|¥) (Beatrice infatti pud osservare soltanto lo stato finale del Topo).

W(x1,x2) = (0] ¢(x1) ¢(x2)|0) & la funzione di correlazione a due punti o
funzione di Wightman del campo nello stato di vuoto. Se W (xz(r1),z(72)) &
funzione soltanto di AT = 1 — 7 e se W(AT) diventa trascurabile per grandi
AT, allora ¢ possibile passare alle variabili di integrazione A7 e (11 + 72)/2 e
integrare per A1 € (—o0,+00) (invece che per At € (=T,+T')). L’integrazione
su (11 + 72)/2 da un fattore T' che pud essere eliminato se si considerano le
probabilita di transizione per unita di tempo, che sono cosi

+oo )

Ry = u? / dAT e " AEAT I (Ar) (1.11)
o |

R_ =2 / dAT BEAT I (A7), (1.12)

1.1.3 Topo Pigro e Topo Costante

Esperimento n. 1: preparare il Topo Meccanico P (Pigro) nello stato
|0T). Regolare la temperatura del campo sullo 0 assoluto. Porre il
Topo nel Campo e fare evolvere il sistema. Quando il timer suona,
prelevare il Topo e annotare il suo stato. Ripetere il processo fino a
ottenere un campione statistico soddisfacente.
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La traiettoria programmata in Topo Pigro ¢ banale: non si muove! Nelle
coordinate di Beatrice (che ¢ una osservatrice inerziale), la sua world-line ¢
espressa (scegliendo opportunamente 1'origine) da

{ b= (1.13)

r=y=2z=0.
Procediamo ora a calcolare la probabilita di transizione R;. Per il campo di

Klein-Gordon massless, la funzione di Wightman si deriva dalla rappresenta-
zione

3(k*)0 (ko) =

d4]€i e—iko(tl—tg)-i-ki(:czi—xé)
Qoo = [ G

_ _/°° dlki| sin [kil(@] — 25) _ijei|(t1-t2)
o (2m)? (2] —ab) ’

(1.14)

dove si e integrato su kg, sfruttando la § di null-shell, e sulla parte angolare di
k;; integrando infine sul modulo del momento e scartando i termini oscillanti
all’infinito, si ottiene

-1
(4m?)[(t1 — 2)? — |o] — 23/?]

W(z1,x2) = (1.15)

cioe —1/(4720?), dove o ¢ la distanza di Minkowski tra z1 e x2. Questa funzione
presenta per ¢ — 0 un polo doppio che puo essere interpretato spostandolo
nel semipiano complesso superiore e separandolo in due poli semplic. Per la
traiettoria (LI3]) si ottiene subito

P ) “+oo _e—i(AE‘)AT
RY =4 /_OO AT S AT i (1.16)

E possibile valutare I'eq. (LIB8) come un integrale di cammino in campo com-
plesso chiudendo il contorno di integrazione nel semipiano inferiore; dato che la
prescrizione sul polo lo pone all’esterno del contorno di integrazione (vedi fig.
[L.2), I'integrale ¢ nullo e

RY =0. (1.20)

Beatrice fa alcune prove e non trova mai Topo Pigro nello stato eccitato |17).
Ma questo non ¢ sorprendente: dopo tutto, come puo Topo Pigro misurare
qualcosa se tutto quello che fa ¢ starsene fermo? Beatrice passa allo

Esperimento n. 2: ripetere I'esperimento n. 1 utilizzando il Topo
Meccanico C (Costante). Topo Costante & programmato per muo-
versi con una velocitd costante v’ regolabile per mezzo dell’apposita
rotellina.

11 polo & dovuto alla ben nota divergenza ultravioletta della teoria libera per il prodotto
di operatori di campo nello stesso punto; come vedremo, la prescrizione equivale a richiedere
che la funzione di correlazione sullo stato di vuoto contenga soltanto frequenze negative.
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A (a)

\4

-\ +A
-/ AT

Figura 1.2: Trasformata di Fourier della funzione di Wightman

(a) Aggirare il polo doppio nell’origine non ¢ sufficiente affinché 'integrale

+o0 _e:Fi(AE)AT
- Ar—S 1.1
iz / AT A —io)? (L.17)

— 00

sia ben definito, perché I'integrale sulla semicirconferenza C' di raggio € diverge
come 1/€e per € — 0.

(b) Possiamo tuttavia separare il polo doppio in due poli semplici in A7 = £\; per la
formula di Plemelj-Morera

—+oo _e:Fi(AE)AT . .
/ AT (A A =i (Ar A= id) P/' - et (118)

— 00

per ottenere R integriamo sul contorno I' ; visto che in questo modo escludiamo
ipoli, il lemma di Jordan implica che I'integrale € nullo per ogni A > 0 e possiamo
dunque porre Ry = 0;

(c) per ottenere R_ integriamo invece sul contorno I'_, includendo i due poli, e
prendiamo il limite per A — 0

in AE AE
R_ = lim 27i(res +res) = lim smAEA
A A X

— 1.1
—0 A—0 27w\ 2 (1.19)

Le world-lines di Topo Costante (scegliendo opportunamente assi e origine)

sono i moti inerziali )
t=7(1—-0v")"2

=7 (1—0?)77, (1.21)
y=2z=0.

ol
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Dato che per i moti inerziali la distanza di Minkowski tra punti successivi della
world-line non & che il tempo proprio trascorso,
AT? v AT?

t —t9)2 — |2d — 22 = - = A2 1.22
( 1 2) |$1 33‘2| 1 2 1_ 2 T ( )

ci si riduce subito al caso di Topo Pigro e si trova (I sta per inerziale)
I
R, =0. (1.23)

Concludiamo dunque che:

detectors in moto inerziale (compreso il caso particolare del de-
tector fermo) non vengono eccitati dall’interazione con lo stato di
vuoto del campo.

1.1.4 Mettendo i Topi in pentola

Esperimento n. §: regolare la temperatura del campo su T = Tp;
ripetere gli esperimenti n. 1 e n. 2, preparando i Topi sia nello stato
|0r) che |17); studiare la distribuzione statistica degli esiti.

Negli esperimenti precedenti, il campo si trovava in uno stato puro (lo stato
di vuoto |0)); questo era consistente con il fatto che la sua temperatura fosse
lo zero assolutad. Un sistema a temperatura finita, pero, non & descritto da
uno stato puro, ma da una matrice densita che esprime la sua distribuzione
statistica su tutti gli stati puri del sistema.

Il valore di aspettazione alla temperatura 7' = 3~! di un operatore O & dato
da

(0)5 = Zpi<‘1’i\o|‘1’i>7 (1.24)
i
dove |U;) ¢ una base di stati per il sistema, e
pi = 1 -se: (1.25)
A

Z ¢ ovviamente la funzione di partizione canonica del sistemas:

Z=Y e =eh (1.26)
j

Introducendo I'operatore di densita

€ _
p=—gg =" (1.27)
I'eq. (L.23)) diventa
(0) 5 = tr p0O. (1.28)

2E d’altronde al Campo era possibile mantenersi stabilmente allo zero assoluto nella ben
piu calda camera di Beatrice, perché questa non interagisce con i Campi Scalari Neutri!
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Beatrice si appresta a mettere i Topi Pigro e Costante nel campo. Le probabilita
di transizione saranno ancora descritte dalle eq. (LII)) e (I12); dovremo pero
utilizzare la funzione di Wightman termica

Wa(z1, 2) = (d(21)¢(22)) 8- (1.29)
11 calcolo dell’integrale (ILI1]) & grandemente semplificato se notiamo che
Wp(tr, a5t 25) = Wa(ta, xh; 1 + i, 21), (1.30)
come si puo dimostrare scrivendo

Wiltr, @32, 2h) = (tre ™) tr [e ﬁ%(tl, Otz 73)| =

M (13, 25) | =

= (tre ) tr }z><t1 +iB,a))e oty ah)| = (13D)
= (o e M) x [e M ity ) (1 +iB,0)] =

)¢
zy)e

= (tre_ﬁH)_ltr _ ety

Per vedere come questo ci permetta di calcolare Rﬁ e R’ , integriamo
J=p? /dAT e_i(AE)ATWB(AT) (1.32)
c

lungo il contorno € della striscia —0 + ¢ < Im A7 < —e. In questa striscia &
garantita l'analiticita di Wy (vedi ad es. [Fulling e Ruijsenarrs 1987]) e dunque
I'integrale J si annulla. Ma

+m . .
J= Ri — 1 / dAT e_Z(AE)(AT_Zﬂ)Wﬁ(AT —if) =

o0 )

= R — e BAE) / dAT e_Z(AE)ATWﬁ(AT —if) =
NN BTN IN / (1.33)

:R — e )/ dAT AF) TWa(=AT —if) =

+oo
— R M2e—ﬁ(AE)/ AT AP (ALY —
= Ri — e PRSP — .

Nel calcolo, cambiando la variabile di integrazione in A7 = — A7 si sono anche
invertiti gli estremi mantenendo il segno invariato. Poiché nella derivazione non
abbiamo utilizzato la forma esplicita del propagatore per le world-lines di Topo
Pigro e Topo Costante, il risultato

R’
R_; — ¢ PAE) (1.34)
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¢ valido per entrambi. Beatrice, che ha gia ben studiato il Piccolo Fisico

Teorico 3: Meccanica Statistica, sa che imponendo la condizione di bilancio
dettagliato

BpB _ a8 pb

NZR, = N/R”,

(1.35)
N’ + N{ =1,

dove N” e Nﬁ sono i numeri di occupazione degli stati |0O) e |11), si ottiene la
distribuzione d1 Fermi- Dlral

8 1
Cio significa che un ensemble di Topi Detectors ¢ in equilibrio con il Campo

quando i suoi stati sono termicamente distribuiti alla stessa temperatura T del
Campo. Ovvero,

La distribuzione statistica di un ensemble di detectors (in moto
inerziale) in equilibrio con il campo é un indicatore efficace della
temperatura del campo.

1.1.5 Qu’est-ce que c’est les particules?

A Beatrice, pero, non ¢ chiaro cosa succeda ai Topi mentre stanno attraversando
il campo con la scatola chiusa. Non e sufficiente dire che “il detector interagisce
con il campo”; deve essere possibile caratterizzare piu precisamente l'interazio-
ne. A questo scopo sarebbe utile esaminare lo stato finale del campo; purtroppo,
pero, le istruzioni sono esplicite: non é possibile osservare direttamente gli stati
del campo!

Tuttavia, Beatrice ha gia una sua idea. Perché mai infatti la quantizzazione
del campo avviene attraverso la decomposizione in modi normali di eq. (L3])?
E presto detto: perché ci si accorge che 'hamiltoniana del campo,

1= [ @it (90 + Vidla) + mPo(a)). (1.37)
puo essere anche essere scritta
"= /d3 Sk, 0% + (W E; + m2)d(k, 1)2), (1.38)

dove ¢(k%,t) & la trasformata di Fourier del campo, definita da
A3k
V@n)?

L’hamiltoniana del campo é uguale alla somma delle hamiltoniane di in]ﬁnitz’
oscillatori armonici unidimensionali disaccoppiati, con variabili coniugat

Pz’ t) = ki (k1 1), (1.39)

3 T Topi sono fermioni! (vedi 'eq. (CB)). Se fossero invece bosoni con stati |nT), con
n=20,1,2,... le probabilita Ry e R_ sarebbero proporzionali a n+1 e n, e otterremmo senza
troppa fatica la distribuzione di Bose-Einstein.

4Per la meccanica quantistica degli oscillatori armonici si veda ad es. [Sakurai 1985]; per la
quantizzazione canonica delle teorie di campo il riferimento & sempre [Bjorken e Drell 1965|.
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d(ki,t) e p = ¢k, t); gli oscillatori possono essere quantizzati imponendcﬁ

d(ki, t) = (a, +al ), (1.42)

1
A /kai
1

dove ay, e a soddisfano ’algebra [aki,azi] = 1. Quando pero si cerca di
definire lo spazio di Hilbert “globale” come il prodotto degli infiniti spazi di
Hilbert “a un oscillatore”, si incontrano dei problemi matematici. Si procede
allora cosi: dato che a ciascuno degli oscillatori armonici indipendenti di eq.
(L38) corrisponde una soluzione v, di onda piana a frequenza positiva dell’eq.
([L2) (cioe I'equazione della teoria di prima quantizzaziond? della particella di
Klein-Gordon), si interpretano gli stati “a n quanti” dell’oscillatore armonico
associato a vy, come stati contenenti n “particelle” nello stato quantistico (di
prima quantizzazione) y,. La costruzione dello spazio di Hilbert “globale”
parte da uno stato di vuoto |0) che non contiene nessuna “particella”; tutti gli
altri stati si “etichettano” secondo il numero di “particelle” (di qualsiasi tipo)

contenute e si ottengono applicando a |0) i costruttori a;rﬂ_:

&) = (af, )" (af, )7 -+ 10); (1.43)
si dice allora che lo stato |§) contiene p; “particelle” di vettore d’onda k¢ e
energia w, , P2 “particelle” di vettore d’onda k ;) e energia Wy 5 © cosi via. E
in effetti, I'energia totale del campo si puo scrivere

H:/f@%%%f (1.44)

Beatrice sospetta che le transizioni dei Topi siano dovute in qualche modo
proprio a queste “particelle”. Per verificarlo, si propone di calcolare (con la
fidata regola d’oro) il risultato dell’interazione di un Topo con lo stato del
campo

1

1) = T n
) = x/ﬁ(akﬁ') 0). (1.45)
E vero che il suo kit non le permette di preparare il campo in uno stato “a

n particelle”, ma cido non ha importanza: sara un gedankenexperiment, come

5E necessario “mischiare” gli indici k; e —k; a causa di due effetti che si sovrappongono:
la condizione di realta del campo implica che ¢(k;,t) = ¢(—ks,t); ma la parte reale e quella
immaginaria di ogni @(k%,t) corrispondono perd a due oscillatori armonici indipendenti. Si
pone percio

1
V2Re ¢ (ki, t) = (2wr,) % (br; +by,),s (1.40)
i .
\/Elm ¢(k17 t) = (2‘*)’%) 2 (C’% + CL)?
dove su b e c sussistono le condizioni by, = b_x,, ck, = —c_k,;; definendo
1 .
ak; = E(bkZ + ’Lcki)7 (141)

gli ay, si possono considerare tutti indipendenti, e ne segue la (L42)).

6 Come & ben noto, si tratta di una teoria inconsistente dal punto di vista dell’interpre-
tazione di Born; ma questo € proprio uno dei motivi che portano irresistibilmente la fisica
teorica verso le teorie di campo!
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quelli di Einstein! Scriviamo dunque (al prim’ordine) ’ampiezza di transizione
07) Ik ) — [1)[¥), (1.46)

(vedi la seconda delle eq. (L8])), e sviluppiamo 'operatore di campo:

| (e_iWH'ikixiakj + eiwt—ik’ixialj) ‘nk;>’ (147)

1 dr " AE)T /
N/ V/(27) 32w

dove (t,2%) & funzione di 7. E chiaro che gli unici stati finali |¥) da considerare
sono [(n — 1)) e [(n+1)y):

‘nk’> N ‘(n _ 1 Z(AE)Te—iw’t—i-ik;:ci’ (148)

m/

[T i(AE)T Jiw't—ik! 2t
ng ) — |(n 4+ 1) :7/ drvn+1le e i 1.49
g) = 1+ g s [ dr VT (1.49)
Inserendo ora, per semplicita, la traiettoria di Pigro (eq. (LI3))), quadrando e
cambiando variabili ed estremi di integrazione come discusso sotto eq. (LI2I),
integrando infine su AT, si ottengono le probabilita di transizion

n 2
P(0r) ) — 1)l — D)) = oo SAE — ), (1.50)
P(0mlnie) — r)l(n+ D) = SEDE sap 1o @)

472 20’

E chiaro che la seconda probabilita & sempre nulla. Tuttavia, con la sostituzione
AE — —AFE (che porta le formule per R in quelle per R_) la (L.5]]) viene a
descrivere esattamente la probabilita

(n+1)p? 5

gl O(AE — W), (1.52)

P([1r)lngs) — [0n)](n + 1)) =
11 processo descritto dall’eq. (IL50)) puo venire interpretato come [’assorbimento
da parte del Topo di una “particella” del campo. In conseguenza di tale processo
I’energia del Topo aumenta e quella del campo diminuisce; ’assorbimento puo
avvenire soltanto se le due differenze si eguagliano. Inoltre, la probabilita del
processo € proporzionale al numero di “particelle” presenti nel campo.

11 processo descritto dall’eq. (I.52]), invece, ¢ interpretabile come [’emissione
da parte del Topo di una “particella” del campo; I’energia del Topo diminuisce,
mentre quella del campo aumenta. Il fatto che la probabilita del processo sia
proporzionale a n 4+ 1 da origine ai fenomeni di emissione stimolata (ovvero il
Topo ha maggiori probabilita di emettere proprlo nei “modi” piu popolati del
campo) o, per n = 0, di emissione spontane

7 Non deve spaventare il fatto che contengano una §. Come usuale nell’applicazione della
regola d’oro, le probabilita di transizione vanno poi integrate sugli stati finali del campo.

8 Wald sottolinea [Wald 1994] come questo tenda a oscurare il ruolo dinamico svolto dallo
stato di vuoto del campo: D’emissione spontanea non e dovuta solo allo stato eccitato del
detector, ma alla sua interazione con lo stato di vuoto.
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Rifacendo i conti per Topo Costante, si ritrovano le formule (I50) e (L52)),
ma con un redshift (o blueshift) dell’energia:
)
/ ~1 W — kiv
W= W= == 1.53
i (1.53)
La dinamica dei processi di assorbimento ed emissione rafforza cosi l'interpre-
tazione degli stati del campo come stati “a particelle”. Beatrice si & fatta una
chiara idea di cosa succede dentro alla scatola:

il processo di eccitazione o diseccitazione dei detectors (in moto
inerziale) corrisponde (al prim’ordine) all’assorbimento o emis-
stone di una “particella” del campo. Inoltre, la probabilita che il
detector “assorba” una “particella” é proporzionale al numero n
di “particelle” presenti nello stato del campo; la probabilita che la
emetta € proporzionale a n + 1.

1.1.6 Topo Frettoloso € un topo caloroso

FEsperimento n. 4: riportare la temperatura del campo allo zero
assoluto; procedere come per ’esperimento n. 3, utilizzando il Topo
Meccanico F (Frettoloso). Studiare la distribuzione statistica degli
esiti.

Topo Frettoloso & programmato per muoversi di moto uniformemente accelerato
alla Pauli. Rimandando alla sezione[I.2.Tlper un’analisi accurata della cinemati-
ca, diamo qui soltanto ’espressione della traiettoria come vista dall’osservatrice
inerziale Beatrice:

t = g 'sinhgr,
x =g ' coshgr, (1.54)
y=z=0,

dove 7, come sempre, ¢ il tempo proprio del Topo e g & la sua accelerazione
nel sistema istantaneamente in quiete con esso. Passiamo subito a calcolare le
probabilita di transizione: inserendo la traiettoria (L54]) nella formula (LI5)
per la funzione di Wightman, otteniamo

W (z(m), 2(12)) =

= —(4r%g?[(sinh gry — sinh gy — i€) -

? — (coshgr — coshgm)?]) =
=— (4772 g_Q[Simh2 g71 — cosh? gry + sinh? g7 — cosh? gro+
—2sinh g7 sinh g75 + 2 cosh g71 cosh g73]) 1=

= _(47T29—2[_2 + 2cosh g(ma — 7’1)])_1 =

-1
=— <167r29_2 sinh? %) .
(1.55)

Poiché in una corona circolare intorno a A7 = 0 la funzione di Wightman &
espandibile in serie di Laurent come —1/(472A72%) + O(1) la sua trasformata
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di Fourier puo essere definita con gli accorgimenti utilizzati in fig. per il
caso inerziale. Poiché inoltre sull’asse immaginario sinh? gAT /2 & periodico con
periodo 27i/g, la funzione di Wightman soddisfa

o
W(—Ar — %Z) = W (A7); (1.56)

ne segue che vale la derivazione di eq. (L33]) e per Topo Frettoloso

RY _9xA

R—;_r = ¢ 2TAE/g (1.57)

e, di conseguenza, per un ensemble di Topi Frettolosi in equilibrio con il campo,

F 1

+ T L AT (1.58)
dove Ty ¢ la temperatura di Hawking
Ty = 2 (1.59)

:%_

Beatrice & molto sorpresa. La temperatura effettiva del campo € lo zero asso-
luto, ma un Topo accelerato registra invece la temperatura di Hawking. Non
importa che questa sia molto piccola per le accelerazioni raggiungibili dai Topi
(rimettendo a posto tutte le costanti si trova Ty = ha/2wck, dove a ¢ Paccele-
razione “misurabile”; Ty =~ 1°K per a ~ 10%m/s!); il problema & di principio:
a Teampo = 0, @ Topi non hanno “particelle” da assorbire!

Le istruzioni non sono di molto aiuto:

Effetto Unruh: nello stato di vuoto del campo, un detector in moto
uniformemente accelerato alla Pauli si comporta come se fosse
immerso in un bagno termico alla temperatura di Hawking Ty =

g/2m.

e a Beatrice rimane l'impressione che nel Piccolo Fisico Teorico 4: Seconda
Quantizzazione ci sia qualcosa di sbagliato.

1.1.7 Altri topi

Certamente, il comportamento di Topo Frettoloso deve essere in qualche misura
condiviso da tutti i Topi in un moto accelerato generico. Limitiamoci a studiare
il caso dei moti stazionari, ovvero quelli per cui la distanza tra due punti della
world-line P(7) & funzione soltanto dell’intervallo di tempo proprio:

V1, |P(t 4+ A1) = P(1)| = |P(AT) — P(0)]. (1.60)

Il motivo per considerare proprio questi moti € che soltanto se il moto del Topo
¢ “lo stesso” a qualsiasi tempo (ovvero se ponendoci nel sistema di riferimento
istantaneamente in quiete con il Topo non possiamo dire nulla riguardo alla
parte della world-line in cui ci troviamo), possiamo aspettarci che il Topo entri
in equilibrio con il campo. Dal punto di vista matematico, le probabilita di
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transizione (per unita di tempo) possono essere allora calcolate con le formule
(L.II)) e (L.I12), e non dipendono dal tempo a cui viene effettuata la misurazione
dello stato del Topo. La classe dei moti stazionari nello spazio di Minkowski
coincide con quella delle eliche time-like. Seguiamo percio la definizione e la
classificazione data in [Synge 1967].

Ogni world-line P(7) nello spazio di Minkowski ¢ una soluzione delle equa-
zioni di Frenet-Serret

u = ciny,
n; = cong +cu,
(1.61)
np, = c3ng — cnq,
ng = —csno,

dove la 4-velocita u(7) = dP(7)/d7 e la tre normali n;(7) formano a ogni istante
una tetrade ortonormale; ¢i, ¢ e c3 sono la prima, seconda e terza curvatura.
In particolare, n; ¢ la 4-accelerazione d?>P(7)/dr? e g = ¢ ¢ il suo modulo.
Una elica ¢ definita dalla condizione che le tre curvature siano costanti lungo
la curva. Che questo sia equivalente alla condizione di stazionarieta (LGQ) si
puo vedere sviluppando P(7) in serie di Taylor intorno a 7 = 77, utilizzando le
eq. (L6 per esprimere le derivate di u(7) in funzione della tetrade di Frenet
e, infine, sfruttando 'ortonormalita della tetrade per semplificare il quadrato:

P(1) — P(10)> = |P(r0 + A7) — P(70)|* =

. AT? A3
= |u(r9) AT + () =T + u(7) N +...| =
72 . 9 A3 2
= [uAT +ciny =N + (01n1 —|—clu—|—clcgn2) o +.. =

4¢q — C% + 4cie9

12 AT4+F5(01,é1,51,02,é2,03)AT5+...;

(1.62)

= _A7'2 + ClAT3 —+

(si intende che la tetrade di Frenet e le curvature sono valutate in 7). P(7)

¢ stazionaria se e solo se, a tutti gli ordini, l'eq. (L62) é indipendente da To;

questo implica immediatamente che anche le tre curvature devono esserlo.
Tutte le eliche si possono classificare secondo le tre curvature:

Tipo I E il caso generale: ¢; # 0, ¢a # 0, ¢3 # 0; Pintegrazione delle eq. (I6)
da, per coordinate opportune,

t = rx Lsinh xT,

1

T =qy " sinyT,

. (1.63)
Yy =4qy " COSTT,
z = rx "' cosh xT,
dove ¢?> — r2 = —1; P’elica non & confinata in nessun iperpiano tridimen-

sionale e la 4-accelerazione ha modulo costante g = /r2x2 + ¢272 (vedi
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Figura 1.3: Topo Complicato e Topo Frettoloso

Topo Complicato € un topo frettoloso a cui “gira la testa”: le eliche di tipo I sono la
combinazione di un moto iperbolico alla Pauli (elica di tipo III) e di un moto circolare
uniforme. Nell’immagine & mostrata soltanto una delle dimensioni nelle quali si svolge
il moto circolare di Topo Complicato.

fig. [L3t Delica I ¢ percorsa da Topo C’omplz'cato)@. La distanza tra due
punti della world-line & data da

XAT A
o8 = 4riy 72 sinh? 227 5 — 4%y ? sin? 7—27— (1.65)

Tipo II L’elica ¢ degenere (¢; # 0, ca # 0, cg3 = 0) e giace in un iperpiano
tridimensionale (vedi fig. [[4]); per questo motivo possiamo eliminare la
coordinata z senza perdita di generalita.

Sottotipo Ila: c% — c% > 0, Topo Strano. L’elica & una run-away curve di

equazioni
t = rx Lsinh xT,
x =rx ! cosh xT, (1.66)
Yy =qrT,

T parametri x, v, ¢, r sono legati alle curvature dalle relazioni

X (C —02_63+R)/2
’y = ( Cl+02+c3+R)/2 (164)
q =[(c CQ+C3)/R_1]/2’

2
1
2
1

[
[

(C CQ+C3)/R+1]/2,

dove R? = (¢} — ¢} — ¢3)* +4cich.
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Figura 1.4: Le traiettorie di Topo Strano, Topo Appuntito e Topo Girotondo.

dovd] q? —r? = —1; laccelerazione ha modulo g = ry, e la distanza
geodetica ¢ data da

A
0% = 4r*x 2 sinh? % — AT (1.68)

Sottotipo IIb: c% - c% = 0, Topo Appuntito. L’elica & ancora una cur-
va run-away (ma solo cubicamente e non esponenzialmente) con
una peculiare cuspide. Le equazioni, in un opportuno sistema di
riferimento, sono

1
t=71+50°7",
1
— 1 2,3,
y=g9s

I’accelerazione ha modulo g = ¢, e la distanza tra i punti della
world-line per un intervallo A7 di tempo proprio e

2A 2
0% = Ar? <1+g 1; ) (1.70)

Sottotipo Ilc: ¢ — ¢ < 0, Topo Girotondo. L’elica descrive un moto

10T parametri sono dati da

2 2 2
X =€ — Cy,

q2 = cg/(cf - cg), (1.67)
= c?/(cf - cg)
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1

circolare (quindi limitato) con raggio ¢y~ " e velocita angolare :

t=rT,

x =gy 'sinnyr, (1.71)

y=qy" cosT;

dov ¢*> —r? = —1; accelerazione ha modulo g = ¢, e la distanza
geodetica ¢ data da
A
od = r*Ar? — 4¢°y % sin? 7—27—
Tipo IIT L’elica & doppiamente degenere (c¢; # 0, co2 = ¢3 = 0) e giace in un
2-piano. Il moto & iperbolico (Topo Frettoloso!) Vedi fig. [L3] eq. (L54),
eq. (LBA) per espressione di of e la discussione piu avanti, alla sezione

2.1

Tipo IV Tutte le curvature si annullano. Il moto & inerziale (Topo Pigro e
Topo Costante).

(1.73)

Le istruzioni suggeriscono di vedere se i quattro nuovi Topi rispondono allo
stato di vuoto del campo in modo simile a Topo Frettoloso:

Esperimento n. 5: ripetere ’esperimento n. 4 con i Topi Mecca-

nici C, S, A, G, studiando la distribuzione statistica degli esiti in

funzione della “soglia” AE.
[Un esperimento simile € svolto in [Letaw 1981].] Dobbiamo dunque calcolare le
probabilita di eccitazione e diseccitazione ottenute calcolando gli integrali (L.8])
e (L9) sulle nuove traiettorie stazionarie. Per tutti i nuovi Topi, gli integrali

hanno la forma
+o00 _e:FAE‘AT
Ry = AAT ——+—F—— 1.74
o= | (174)

e in tutti I'integrando presenta un polo doppio nell’origine, che deve essere
interpretato con il metodo di fig. In effetti, visto che per tutti i Topi

1 _1+0(AT?)
[o(AT)]2 AT? ’

il limite della somma dei residui per A — 0 & sempre FiE /472, Ora, R_ si puo

scrivere come
400 _e—l-AE'AT
R_ = / dA =

o T o (AT —ie)2

+o00 , _e—AEAT’
/_oo T e [0(—AT —i€)]? (1.76)

+o00 , _e—AEAT'
= dA
/ e [o(+AT + i€)]?

—00

(1.75)

—0o0

1T parametri sono dati da
fy2 = Cg - C§7
=/ —cl), (1.72)

r2= cg/(cg - 62).
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Figura 1.5: Ry — R_ & uguale a 27 volte il residuo nei poli separati

(abbiamo cambiato variabile di integrazione da At in A7’ = —Ar, invertito gli
estremi di integrazione e sfruttato il fatto che [o(A7)]? & pari). L’integrale che
definisce R_ & dunque formalmente uguale a quello per Ry, tranne che per il
senso di aggiramento dei poli. Ne segue che (vedi fig. [[])

E

— 3

Ry = lim R_ + 2mi(res +res) = R_ (1.77)
A—0 A A
Soltanto per Topo Appuntito, tuttavia, possiamo imitare il calcolo di fig. [.2]
dove si calcola Ry chiudendo all’infinito un contorno di integrazione in campo
complesso. Il lemma di Jordan, infatti, richiede che la funzione integranda tenda
uniformemente a zero per |A7| — oo, mentre per Topo Complicato, Topo Strano
e Topo Girotondo o(AT) ha una singolarita essenziale nel punto all’infinito.
Gli integrali che dobbiamo calcolare non appaiono facilmente attaccabili
nemmeno con altri metodi analitici, per cui integriamo numericamente. Facendo
cosl pero ci scontriamo con il problema di gestire la presenza del polo doppio.
Ragioniamo allora in questo modo: se separiamo il polo doppio in due poli
semplici, Ry e dato da

+o0 _ o —iATAE 1
R, = /1\12% [P /_OO dAT 20— NN + i res +i lff ; (1.78)
ma come abbiamo visto in fig. [[.2]
RF = lim [P /+OO dAT —etaren + mires +mi res- =0; (1.79)
TS0 e A2 (AT — N) (AT + N) Y A ’

visto che il limite dei residui e lo stesso per tutti i moti stazionari, possiamo
sottrarre RE all’espressione (78] per R, ottenendo

+o00 _e—iATAE 1 1
= lim P A - =
Ry pay /_OO dar 472 <(J—)\)(J+)\) (AT—)\)(AT+)\)>

400 _ —IATAE
e L1y
e 472 [o(AT)]2  Ar?

R, & percio uguale all’integrale della funzione analitica che si ottiene sottraendo
da 1/02 il polo doppio nell’origine; R_ si ricava dall’eq. (I.77).

(1.80)
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La condizione di bilancio dettagliato (I.35]) implica che un ensemble di Topi
¢ in equilibrio con il campo quando la frazione di Topi (con energia AFE) eccitati
e data da

(1.81)

-1
No(AE) = <1 L Ri(AB) £ AE/27r>

R, (AE)

Oltre che per calcolare la distribuzione dei Topi all’equilibrio, la probabilita di
eccitazione puo essere usata per stimare la densita di energia del campo. Ritor-
niamo per un momento al caso di moti stazionari e al concetto di “particella”
emerso in sez. Come abbiamo visto, la probabilita di eccitazione R, in
presenza di n “particelle” di momento k; & proporzionale a (n/8m°w)§(AE —w).
Nell’ipotesi che tutti i modi di energia ' siano ugualmente popolati, possiamo
integrare su k; ottenendo una probabilita complessiva di eccitazione nAE/ o2,
Ne segue che il numero di occupazione degli stati del campo di energia w e dato

dd'?
n(w) = LR;(W); (1.82)

moltiplicando per I'energia e per la densita degli stati del campo per unita di
volume g(w) = w?/2r? si trova la densita di energia del campo,
2
w'R
S(w') = =—=. (1.83)

s

Questa analisi puo essere estesa al caso generale dei moti stazionar per defi-
nire una densita di energia del campo “dal punto di vista” dei Topi accelerati,
ed & confermata da un argomento di teoria dei segnali: come sappiamo, R €
dato, dopo aver eliminato l'integrazione piu interna dividendo per un tempo
infinito, dall’integrale

+o0 . o0
/ AT e~ iAPAT / dr (0 6(z(7)) b(x(r + AT)) |0, (1.84)

—0o0 —0o0

L’eq. (L84)) esprime la trasformata di Fourier della funzione di autocorrelazione
del campo lungo la world-line x(7), che per il teorema di Wiener-Khinchin
(vedi ad es. [Press et al. 1992]) é uguale alla densita spettrale del campo lungo
la world-line. Naturalmente, la densita spettrale di una time-series infinita
diverge: I’eliminazione dell’integrale su 7 da pertanto a R l'interpretazione di
densita spettrale per unita di tempo.

Studiamo dunque le distribuzioni di equilibrio e le densita di energia osser-
vate dei nuovi Topi. Esprimeremo la differenza di energia tra i livelli dei Topi in
unita corrispondenti alla loro accelerazione g (nelle unita di Planck, la dimen-
sione di AE & allora l'inverso di un tempo: [AE] = [g] = T~!); in questo modo,
ad esempio, gli ensemble di Topi Frettolosi che rimangono in equilibrio con il

12Nel caso del campo massless, il numero di occupazione tende all’infinito per w — 0 (cio &
dovuto alla divergenza infrarossa della teoria); tuttavia, la densita di energia resta finita.

13Un osservatore accelerato definird i modi normali del campo quantizzando secondo le sue
coordinate, ottenendo ancora w2/27r2 per la densita degli stati del campo; ma il concetto di
“particella” implicito nell’argomento € ora quello “accelerato” e non piu quello inerziale. Ne
parleremo ampiamente in sez.
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campo mentre si muovono con accelerazioni diverse saranno tutti distribuiti
termicamente alla temperatura 7' = 1/2r. Scriviamo dunque la probabilita
di eccitazione in funzione dell’energia normalizzata €; possiamo ulteriormente
semplificare I'integrale notando che 1/02 & sempre pari, e dunque

1 [t

Ri=-——
+ 271'2 0

dAT cos(gAT - €) <[0(A17')]2 - A17'2> . (1.85)

Vediamo per ogni Topo l'integrale da calcolare:

Topo Complicato (elica di tipo I):

RS (e) = -9 /+OO dr cos(Te)-
+ 27T2 0

1
' - =, (1.86
(47"2% sin”(7/2Q) — 4(r? — 1)Q2 sin’ (7/20,) ) .

[ 21
Q, = r2 4L — Q,=Varri4r? -1, (1.87)
a

dove 7 = gAT e v = x /7.

Topo Strano (elica di tipo I1a): I'integrale da calcolare &

RS (€) = 9 /+OO dr cos(Te) < -1 - i) ;
212 Jy (r2 —1)72 — 4rdsinh?(7/2r) 72

(1.88)
dove T = gArT.
Topo Appuntito (elica di tipo IIb): l'integrale
+oc0o —i€T
A -9 €
= < dr—————— 1.
Bl = 1 /_OO T+ r2/12) (1.89)

(dove 7 = gAT) & risolvibile in campo complesso chiudendo un contorno
di integrazione nel semipiano immaginario negativo, e trattando il polo
doppio nell’origine come in fig. L’unica singolarita che viene raccolta
& dunque il polo semplice in 7 = —iy/12, dove il residuo & e_\/ﬁﬁ/%/ﬁ.
La probabilita di transizione ¢ quindi

—V/12¢
g e
R (e) = U (1.90)
Topo Girotondo (elica di tipo Ilc):
+oo
—q 1 1
RG(e) = —/ d - = ;
HO =g f, o drees) <(q2 +1)72 — 4q*sin’(1/2q) 77 (>1 o)

dove T = gArT.
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N, N,

(a) (b)

/ termico termico
o o curva lim. sup.
o =02

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Figura 1.6: Distribuzione di equilibrio dei Topi in moto stazionario

(a) Distribuzione termica di Topo Frettoloso: approssima molto bene la distribuzione
per tutti gli altri Topi stazionari ...

(b) ...tranne che per i moti circolari (o moti composti con una componente circolare)
con una velocita angolare molto grande. Visto che stiamo confrontando moti con
accelerazioni uguali in modulo, questo limite corrisponde a raggi “di rivoluzione”
tendenti a 0 e puo probabilmente essere considerato “poco fisico”. In figura sono
mostrate le curve piu “calde” ottenibili per Topo Complicato a valori fissati
a=0.2, « =0.1 e al variare di r. Si osserva uno spostamento della popolazione
dei livelli verso energie piu alte.

Le distribuzioni di equilibrio trovate si discostano molto poco dalla distribuzione
termica di Topo Frettoloso,

1

N+:1_|_e27re:

(1.92)

la temperatura effettiva (definita come la temperatura della distribuzione termi-
ca che minimizza 'area compresa tra se stessa e la distribuzione di equilibrio)
resta entro 1'1% della temperatura di Hawking 1/27. Scostamenti apprezzabili
si osservano solo per moti circolari di velocita angolare estremamente grande:
per Topo Girotondo, nel limite ¢ — 0; per Topo Complicato, per a« — 0 (fig.
[L6). Le densita di energia “soggettive” appaiono invece essere indicatori piu
sensibili (fig. [L7T).

Abbiamo dunque provato ampiamente che esiste un

effetto Unruh generalizzato: detectors in moto su tutte le classi
di eliche di Synge (tranne la classe IV dei moti inerziali) vengo-
no eccitati dall’interazione con lo stato di vuoto del campo. La

distribuzione di equilibrio dei Topi € con ottima approssimazione
termica alla temperatura di Hawking.
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S, (a) 54 (b)

0.0003 0.0003 .

0.0002 = 13 0.0002 ; .

termica .
0.0001f | N
0.0001 | N

g —> o
0.0006 q — 1.2 0.0003
~08 a=0.6
q=". 0 =05
0.0004 q = 06 0.0002 o = 04
/ q=04 r /
0.0002 y \\\ / r ﬁ @©
) N .0001
R termica
termica - _ _ r—)l/

0.5 1 1.5 2 2.5 3 83.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 8

Figura 1.7: Le densita spettrali osservate da (a) Topo Strano, (b) Topo
Appuntito, (¢) Topo Girotondo, (d) Topo Complicato

(a) Topo Strano: la densita di energia dipende dal parametro r, ed & esattamente
termica (alla temperatura 1/27) nel limite » — 1 (come & corretto: il moto
tende a quello di Topo Frettoloso; vedi fig. (I66)). Nel limite r — +00, Sg tende
a una curva limite superiore.

(b) Topo Appuntito: Sa non dipende da alcun parametro, e a parita di accelerazione
¢ piu “calda” della S termica.

(c) Topo Girotondo: Sg dipende dal parametro ¢; ¢ sempre piu “calda” della densita
di energia termica, e si assesta su una curva limite inferiore per ¢ — +o0; Sg
raggiunge massimi sempre piu alti e giunge a comprendere aree indefinitamente

grandi per ¢ — 0.

(d) Topo Complicato: la densita di energia dipende da due parametri, r e a. La world-
line di Topo Complicato & un “incrocio” tra Topo Strano e Topo Girotondo, e
come tale si comporta anche la sua densita di energia “soggettiva”.

Per ogni valore di «, Sc & esattamente termica (alla temperatura 1/27) per r — 1
(in questo limite la componente circolare del moto si annulla, vedi eq. (LG3));
tende invece alla curva limite T' per r — +oo. Tuttavia, per @ > 1 (prevale
Topo Strano) Sc tende a T' da valori inferiori, mentre per a@ < 1 (prevale Topo
Girotondo) Sc si assesta su I' dopo aver raggiunto (per 7 finito) una curva limite
superiore il cui massimo e la cui area crescono indefinitamente per a — 0.
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Figura 1.8: Beatrice in moto (uniformemente accelerato!) con suo fratello Axel

1.2 Particelle di Rindler ed effetto Unruh

Lo stupore di Beatrice di fronte all’effetto Unruh e stato ampiamente condiviso
dalla comunita dai fisici quando il fenomeno ¢ stato chiaramente indicato per
la prima volta [Unruh 1976]. Beatrice, pero, ¢ stata ingannata dai due “schemi
mentali” con i quali ha cercato di interpretare le transizioni dei Top:

1. la percezione dello stato di vuoto |0) come uno stato, appunto wvuoto e
dinamicamente inerte;

2. il concetto di “particella” legato alla decomposizione (L3]) dell’operatore
di campo.

Entrambi sono concetti invarianti rispetto al gruppo di simmetria della teoria
dei campi a la Bjorken, il gruppo di Poincaré; come tali, sono condivisi da tutti
gli osservatori inerziali e abbiamo potuto usarli per spiegare il comportamento
sia di Topo Pigro che di Topo Costant. Il moto di Topo Frettoloso, invece,
non ¢ inerziale, e fatalmente la teoria dei campi “gli apparira” diversa.

Bisognerebbe cercare di scrivere una teoria dei campi “dal punto di vista di
Topo Frettoloso”, per vedere come lui interpreta lo stato di vuoto della teoria
inerziale, e quale concetto ha di “particella”. I Topi, pero, sono solo sistemi
quantistici a due stati, e non hanno una “visione del mondo”!

1 «Schemi mentali” difficili da abbandonare, visto che leffetto Unruh & stato “scoperto”
solo nel 1976, mentre gli “ingredienti” teorici necessari erano disponibili sin dai primi tempi
della teoria dei campi!

15Perché il Topo Costante di una Beatrice ferma ¢ il Topo Pigro di una Beatrice in moto
con velocita —v;, e viceversa, mentre lo stato di vuoto del campo resta lo stesso. ..
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Beatrice pensa allora di chiedere aiuto a suo fratello Axel (fig. [[§), che &
un fisico e che va sempre in giro in motocicletta senza mai staccare la mano
dall’acceleratore (ovvero, in moto uniformemente accelerato).

1.2.1 Axel in moto

Beatrice: dimmi, Axel, come scriveresti la teoria dei campi dal tuo punto di
vista?
Azel: iniziamo studiando la mia traiettoria. ..

Beatrice: lo sapevo che mi avresti fatto faticare!

Siamo nello spazio-tempo di Minkowski M. Diremo che Axel, che percorre la
world-line P(1), & in moto uniformemente accelerato se la sua 4-accelerazione
a = d*>P/dr? (che & un vettore funzione del punto mobile) ha norma costante:

a-a=g°. (1.93)
Quest’equazione si puo risolvere insieme a
a-u=0. (1.94)

(u & la 4-velocita con u-u = —1) per I'equazione parametrica della world-line
in funzione del tempo proprio di Axel 7.

Se supponiamo che il moto avvenga in un piano, la world-line di Axel si puo
scrivere nelle coordinate (¢,z,y,2) di Beatrice come

1

t =g " sinhgr,
x =g 'coshgr, (1.95)
y=z=0.

Le eq. (.93 definiscono un’iperbole (figura [[.9) che ha per asintoti le gene-
ratrici h4 e hp del cono di luce nell’origine; cosicché la zona II ¢ esclusa dal
passato causale della world-line, la zona IV dal suo futuro causale, la zona II
da entrambi. Axel ¢ in grado di assegnare delle coordinate soltanto agli eventi
ai quali puo inviare e dai quali puo ricevere segnali di luce. Il suo sistema di
coordinate puo quindi estendersi al massimo a tutta la regione I. Come coordi-
nata temporale, Axel sceglie il suo tempo proprio 7; dato che il moto avviene
nel piano xzt, puod usare le rimanenti coordinate y e z di Beatrice. Infine gli
serve una coordinata spaziale £ che completi la descrizione del piano xt; per
individuarla gli basta trovare in ogni punto di P(7) un versore ortogonale a u
(e quindi alla direzione di 7): guardando le equazioni (I.93]) e (I.94]) Axel trova
subito g 'a.

Piu formalmente, per un qualsiasi osservatore accelerato (non necessaria-
mente in modo uniforme) che percorre la world-line Q(7), un sistema di coor-
dinate “infinitesimo” & fornito da una tetrade e, (Q(7)) tale che: (1) in ogni
punto della world-line e, definisca un rest frame (ovvero e, sia composta di
vettori ortonormali e che g = u); (2) la tetrade sia “non rotante” (senza tenere



1.2. PARTICELLE DI RINDLER ED EFFETTO UNRUH 25

I III
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£=0
£=—0.5

Figura 1.9: La traiettoria e il sistema di coordinate dell’osservatore accelerato
Axel

conto della pseudorotazione nel piano time-like u-a dovuta alla variazione della
4-velocita).

Da ogni punto Q(7) possiamo allora trasportare parallelamente i vettori spa-
ziali e; per definire tre coordinate da affiancare a 7. Le condizioni (1) e (2) sono
soddisfatte dal trasporto alla Fermi-Walker (vedi ad es. [Misner et al. 1973]),
dato per un vettore v d

dot
dr
Le coordinate cosi definite saranno locali nel senso che le geodetiche definite da
uno stesso e; a punti Q(7) diversi potranno intersecarsi a una distanza finita
dalla world-line perdendo l'interpretazione di coordinate.
Azxel riesce cosi a dare una coordinatizzazione consistente dell’intera regione
I, che risulta foliata in ipersuperfici spaziali 7 = cost, percepite da Axel come
composte di eventi “simultanei”. Per evento R sulla superficie 7 = 79, la
relazione tra le coordinate di Beatrice (t,x) e le coordinate di Axel (7.,£) & data
da (y e z sono condivise da Axel e Beatrice)

= (uf'a” —u"a")v,. (1.97)

t =R(7)” + &g aln), (1.98)
v =R(r)V + &g alm) . '
esplicitamente si trova (vedi figura [[.9])
t = (¢ '+ &) sinhgr,
(g_1 §)sinhg (1.99)
x = (g  +&) coshgr.

16Un trasporto pitl generale contiene una “rotazione” e pud essere espresso, sempre per il
vettore v, da

dot
o= (u"a” — u’a" + uawze® v, (1.96)
-
dove €*P# ¢ il tensore completamente antisimmetrico e w & un vettore ortogonale a v, che

esprime la velocita angolare rispetto alla tetrade “non rotante” della nuova tetrade “rotante”
che si ottiene in ogni punto della world-line utilizzando la ([L96]).
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1.2.2 La metrica di Rindler e I’isometria di boost

La metrica di Minkowski 74, espressa nelle coordinate di Axel, e
ds? = —(1 + g&)%dr? + d€? + dy? + d2°. (1.100)

Questa metrica (di Rindle) ¢, naturalmente, piatta, e presenta una singola-
rita “apparente” (una coordinate singularity) per & — —1, in corrispondenza
degli orizzonti hs e hp che limitano il passato e il futuro causali di Axel. La
trasformazione (L.99) permette di eliminare la singolarita e di estendere I al-
I'intero spazio di Minkowski Miyk (gli intervalli 7 : (—o0,+00), € : (=1, +00)
sono trasformati in t : (—o0,4+00), = : (0,400) con x > |t|; My si ottiene
completando gli intervalli di ¢ e x.)

Dal punto di vista di Axel, che “misura il mondo” con le sue nuove coordina-
te, la geometria dello spazio non sembra cambiare anche se lui sta acquistando
sempre pit velocita. L’eq. (I00) implica infatti che il map ¢, : I — I definito

N ¢X<2>:<72X> (1.101)

sia un’isometria nella regione I. Possiamo chiederci che aspetto ha ¢, dal punto
di vista di Beatrice. Dalle eq. (ILI0T) e (I.99) segue

x cosh gx sinh gy x
¢X< t > - < sinh gy cosh gy >< t >’ (1.102)
ovvero ¢, ¢ un boost di Lorentz con velocita tanh gx! ¢, genera le traiettorie
degli “oggetti” che ad Axel appaiono fermi. Beatrice si stupisce. Come ¢
possibile?

Consideriamo un esempio: Quando 7 = 0, Beatrice vede Axel nel punto di
inversione del moto (t = 0, z = g~!). Burt e Curt, due amici di Axel che lo
seguono dovunque (nel senso che si mantengono a & costante per ogni 7), si
trovano in (t =0, z = g7 1) e (t =0, z = 297 1) (vedi fig. [LI0). Piu tardi,
al tempo di Beatrice t = ¢! sinh g9, Axel si trova in z = ¢g~! cosh g7y e si sta
allontanando da lei con velocita (vedi l’eq. (L.95)))

de  dx/dr
dt — dt/dr

= tanh g7p. (1.103)

E chiaro che, dal punto di vista di Beatrice, per essere in quiete rispetto ad
Axel al suo tempo 7 = 79, Burt e Curt avranno bisogno di una “spinta” che li
metta in moto con velocita dx/dt = tanh g7g! E questo ¢ proprio il lavoro dei
boosts di Lorentz.

Per passare il tempo, Axel, Burt e Curt giocano a scacchi. Axel batte
sempre Burt, ma perde sempre da Curt. Per forza! Per restare al passo con

'7[Rindler 1975) la studia con la motivazione che tra “Rindler” e ” Minkowski” c¢’¢ essenzial-
mente la stessa relazione che tra “Schwarzschild” e “Kruskal” (vedi app. [Blper una definizione
di queste due metriche; sempre in app. [Bl la loro relazione con le metriche piatte & resa
particolarmente evidente dai diagrammi di Penrose).
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Figura 1.10: Le traiettorie di Axel, Burt e Curt; le orbite del campo di Killing
é-a

N

Axel, Burt e Curt stanno percorrendo traiettorie con accelerazioni diverse; ad
esempio, la traiettoria di Burt ¢

1
t = Eg_l sinh g7,

1 (1.104)
r = 59_1 cosh gT.

che definisce (vedi eq. (I.95])) un moto iperbolico con accelerazione 2¢g e tempo
proprio 7/2. Quindi per ogni unita di tempo meditata da Axel, Burt ne ha
potuta utilizzare solo mezza. Curt invece due!

A questi risultati si poteva arrivare anche considerando il campo di Kil-
ling (vedi appendice [A]) associato all’isometria ¢, (si ottiene derivando (L.I02I)
rispetto a x):

b=g(x0+t0dy,). (1.105)

Lungo la traiettoria di Axel, b-b = —1: b e effettivamente la sua 4-velocita.
La traiettoria di Burt ¢ si generata da b a partire dal punto (¢ =0, x = %g),
mab-b= —i: quindi il tempo proprio di Burt non ¢ il “tempo di Killing” (la
variabile di integrazione di b), ma /2. Nel limite di traiettorie schiacciate sugli
orizzonti ha e hp, il tempo di Killing & perde 'interpretazione di “multiplo di
un tempo proprio”, perché la norma di b si annulla.

La famiglia di boost di Lorentz ¢, non ¢ definita solo su I, ma su tutto Mj,y:
come si puo vedere in fig. [LI0, le orbite di ¢, sono time-like nelle regioni I e
11, space-like nelle regioni I1I e IV, e lightlike su h e hp.

1.2.3 Tempi diversi, energie diverse

Beatrice: bene, ora so qual ¢ il tuo sistema di coordinate “naturali”. Ma cosa
c’entra questo con le “particelle”?

Axel: come le classifichi le tue “particelle”?
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Beatrice: mah, in base alla loro energia. ..
Azxel: certo! E qual ¢ 'operatore dell’energia?

Beatrice: i9;. Ma, il tuo sara i9;!

Che cosa sono le “particelle” di Beatrice? Come abbiamo visto, corrispondono
ai modi ;(t,z") sui quali viene decomposto l'operatore di campo:

ot a") =D ilt,a")a; + ¥ (t,2')a] (1.106)

I modi 9;(t,x%) sono soluzioni dell’equazione di Klein-Gordon a una particella
che sono anche autofunzioni dell’energia e del momento; cosicché parliamo di
“particelle di energia w; e di momento k;”. E importante notare che la de-
composizione avviene soltanto su soluzioni a frequenza (energia) positiva. La
richiesta che i modi 1;(t, z*) siano autofunzioni dell’energia,

iOphi(t, a*) = wipy(t, x*), (1.107)
implica che la dipendenza dal tempo di v;(t, %) sia separabile,
Pi(t, at) = e i F(ah), (1.108)

e questo ci conforta nell’interpretazione dei modi come “particelle”, perché
significa che queste esprimono configurazioni “stabili” del campo preservate
dall’evoluzione temporale.

Axel pero definisce I'energia relativamente al suo tempo, con le autofunzioni
di i0;; la sua decomposizione del campo sara percio fatta su una base di soluzioni
diverse:

¢(T7 57 Y, Z) = Z Xi(Ta éa Y, Z)ci + X:(Ta 67 Y, Z)C-Zi-. (1109)

)

Naturalmente sara possibile sviluppare le 1; (¢, %) in funzione delle x;(7, £, y, 2):

bi =Y X + BiiX;, (1.110)
J

dove

{Oéz‘j = (X, ¥i), (1.111)

Bij = (XG, ¥i)-

(+,-) indica qui il prodotto scalare di Klein-Gordon (parleremo a lungo di pro-
dotti scalari in cap. @),

(¢1,02) = dz’ ¢1(t, ") z'gt bo(t, ). (1.112)

t=to

La relazione tra i creatori (e distruttori) a(f) e ¢ (detta trasformazione di
Bogoliubov) corrispondente all’eq. (LI10]) &

C; = Zaijai + ﬁ;}ai (1.113)
J
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Se in eq. (LII0) soltanto i coefficienti «;; sono non nulli, allora i tempi t e 7 si
equivalgono, nel senso che le soluzioni a frequenza positiva rispetto a t possono
essere decomposte esclusivamente in soluzioni a frequenza positiva rispetto a
7. Se invece anche i coefficienti 3;; sono non nulli, assisteremo a un mizing
delle frequenze positive e negative. Questo ¢ un fatto importante perché, nella
decomposizione dell’operatore di campo, alle soluzioni a frequenza negativa
corrispondono gli operatori di creazione: e il distruttore delle particelle “7” (di
Axel) si scrivera allora come una combinazione di creatori e di distruttori delle
particelle “t” (di Beatrice). Ne segue immediatamente che lo stato di vuoto di
Beatrice non é uno stato di vuoto per Axel:

<OBeatrice| Z C;‘rci |OBeatrice> = Z ﬁ:}ﬁm 7‘é 0. (1114)
)

.3

Ora, come abbiamo visto, 'ampiezza di transizione [0p) — |1p) dei Topi in
moto attraverso lo stato di vuoto inerziale di Minkowski (per un processo in
cui il campo passa da |0) allo stato |¥)), & proporzionale alla trasformata di
Fourier

T

/ do " A7 (| p(x(0)) |0), (1.115)

0
dove o ¢ il tempo proprio del Topo e (o) la sua world-line. Questa trasformata
seleziona le componenti del campo di frequenza positiva AFE rispetto al tempo
.

Bene: se o ¢ il tempo inerziale ¢ (come avviene per Topo Pigro e Topo Co-
stante), le componenti a frequenza positiva del campo sono le v;, associate ai
distruttori a; che agendo su |0) annullano 'ampiezza di transizione. Se invece
o ¢ il tempo di Axel (¢ il caso di Topo Frettoloso), le componenti a frequenza
positiva sono le x; della decomposizione di Axel; su |0) agiranno ancora distrut-
tori, ma i ¢; di Axel, non gli a;! E, come sappiamo, |0) non & uno stato di vuoto
rispetto ai ¢;.

Un modo euristico di spiegare le cose ¢ il seguente: dato che Topo Frettoloso
“integra” rispetto a T, “vedra” come “particelle” le soluzioni a frequenza positiva
rispetto a T; ora, lo stato di vuoto inerziale si puo pensare riempitd-2 dal “mare”
delle “particelle” a frequenza negativa (rispetto a t); rispetto a T, pero, queste
hanno anche componenti a frequenza positiva che Topo Frettoloso non puo fare
a meno di vedere!

Nella prossima sezione proveremo che il contenuto di “particelle” di Axel
del vuoto di Beatrice ¢ proprio consistente con la distribuzione termica (L.58])
degli stati di Topo Frettoloso.

1.2.4 Quantizzazione secondo Axel

Beatrice: vuoi dire che dal tuo punto di vista, non solo ci sono “particelle” nel
mio stato di vuoto, ma che sono anche distribuite termicamente?

Azel: prendi carta e penna e facciamo i conti!

18Per una “particella” a energia negativa I’operatore numero & aa'!
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-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Figura 1.11: T modi ¢, (u) e ¥, (v), per w = 2

Scriviamo allora esplicitamente i modi di Beatrice e di Axel, e cerchiamo la
trasformazione di Bogoliubov che li collega. Per semplicita, faremo i conti nello
spazio di Minkowski bidimensionald™.

Dal punto di vista di Beatrice, ’eq. di Klein-Gordon massless

(_atQ + ag)d)(t,l’) = (_6u8v)¢(u?v) =0, (1116)
dove
{u:t_m’ (1.117)
v=1+zx,

ammette una base di soluzioni particolarmente semplici in funzione delle null
coordinates u e v:

%w(u) — j —iwu’
17”" | (1.118)
Yo (v) = —==e""",

- VAarw

dove w > 0. Le frecce a destra e sinistra indicano le soluzioni che chiamere-
mo right e left (movers): il loro momento ¢ infatti rispettivamente positivo e
negativo (vedi fig. [LTT]).

Nelle coordinate di Azel, che coprono la regione I, I'eq. di Klein-Gordon si
riscrive?] (prendendo per comodita n = (1 + g¢)),

1 1 1 1 1
(=202 + 20m, ) otran) = o5 (~502 + ok, ) el = 0. (1120)

¥Dove i modi sono esprimibili come semplici esponenziali e non, come nel caso
quadridimensionale, con le funzioni di MacDonald!

2Tn quattro dimensioni, il dalembertiano corrispondente alla metrica diag(—hg, h2, K2, hg)
(hu > 0) & dato da

1 h1h2h3 h0h2h3 h0h1h3 h0h1h2
0= _ + + + ; 1.11
h0h1 ha h3 < 80 h() 80 81 h1 81 62 ha 82 63 h3 83) ’ ( 9)

la restrizione a due dimensioni ¢ quella ovvia.
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U — +o

U=-1

Figura 1.12: I sistemi di coordinate (¢,x), (u,v), (U, V)

Anche qui conviene passare alle coordinate “nulle” (vedi fig. [[.12))

U=7—¢g 'lnnp=—g tln—gu, (1121)
V:T—I—g_llnn:g_llngv, '
per scrivere i modi di Rindler
0(—u) _, 0(—u) -
I _ iocU _ io/g
XU(U) - € - (—gu) )
- Varo Varo (1.122)
9 v —i0 9 v —i0 '
(V) = DL i OO (i,

;

4o

dove ¢ > 0. Le coordinate U e V sono limitate a I, ma x.(U) ¢ analitica-
mente estendibile a IV, come si vede dalla sua espressione in funzione di w;
analogamente, x. (V) & definita in I e III (vedi fig. [LT3).

I modi di Rindler X% definiscono una base di soluzioni completa soltanto
nella regione I; il metodo piu semplice per completarla ¢ aggiungere le soluzioni
X ottenute riflettendo le x. attraverso Iorigine (vedi fig. [L14):

(t,z) = (=t —2), (1.123)
KB = it = S ()it

9(_7:; | 9(_7;‘; | (1.124)
K?(VH):\/HGWVHZ\/H(—QU)“’/Q
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Figura 1.13: T modi x.(U) e xL(V), per 0 = 8 (parte reale)

—

Le coordinate (Urr, Vi) sono ancora definite dall’eq. (LI21]) dove pero le (7,7)
sono prese a coprire 1I:

t = —psinh gr,
{ TR (1.125)

x = —ncosh gr.

Ora che abbiamo un set completo per Beatrice e uno per Axel, possiamo scrivere
le due decomposizioni del campo:

o(u,v) = /OOO dw [fwgw + ffuﬂl +1'm'} _
= /OO do {9(—u) (XL_C,L + Xilf,f) +6(v) (l.m.)} + (1.126)
0 X X
+ [G(U) (g?gi + 52“22“) +6(—0) (l.m.)}

Cerchiamo i coefficienti della trasformazione di Bogoliubov

o0
I 1 I 1 VS VS § A i
b= [ dralxdh o 8L + alldt+ L ()
oo (1.127)
o= [ ool + BLo0aN + ol + A ()

Gli « e 3 sono i prodotti scalari di Klein-Gordon dei due modi a cui si riferi-
scono. Si puo vedere (calcolandoli) che la trasformazione non mescola right- e
left-movers. Visto che il differenziale si trasforma in modo controvariante alla
derivata, non importa rispetto a quale tempo si calcola il prodotto scalare: ad
esempio (per i right-movers derivare rispetto a ¢ o u ¢ perfettamente equivalente
a derivare rispetto a 7 0 U)

+00 - +o00 —
aly :/ du K:;I(u)l Ou Yo (u) :/ dU K:;I(U)z O o (ul)). (1.128)

-
— 50 —00



1.2. PARTICELLE DI RINDLER ED EFFETTO UNRUH 33

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Figura 1.14: I modi X L(Un) e (I,I(VH), per o = 8 (parte reale)

I

Gli operatori c, sono dati da

oo
ch = /0 do ajea + Bhpal, (1.129)

(e analogamente per ¢ ) Questa formula ci avvicina finalmente al risultato
per cui abbiamo speso tanta fatica: il contenuto in “particelle” di Axel dello
stato di vuoto di Beatrice é

o9
<0Beatrice| EJ;-IEL |0Beatrice> == /0 dw EZ;IJ_)LJ- (1130)

Calcoliamo esplicitamente il coefficiente 5L
+o0 —

o= [ dunbiu) (-9 vuw) =

—
—00

_ 1 0 io/g SN —iwu
= m/ du (—gu)*9 (=i 0y) e =

\/7/ du gu w’/g 1o

L [0 mojag (9)N
27rg e <w) Lio/g),

(1.131)

dove tra la seconda e la terza riga si e integrato per parti, lasciando cadere il
termine di superﬁc1 ; analogamente si trova

1 —io/g
I 0 ro/2g g .
Qo =5 7 o€ < ) [(—io/g). (1.132)

2] termine di superficie non si annulla per questi set di modi non normalizzabili. Ma, come
¢ costume nella letteratura di teoria di campi, ci appelliamo al fatto che “si potrebbe rifare
tutta la derivazione con pacchetti d’onda normalizzabili. . .”
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Inserendo il risultato nell’eq. (LI30]), si ottiene

<0Beatrice‘ ELIEE;’ ‘OBeatrice> =

Voo! p / ool iy
_ */ - . —7(o’ +0)/2g 2 g7 (0" =) nw/g _
—47r292F (ic’ /g)T'(ic/g)e /0 dw e
Voo ... . (o' o +ee i(o'—o
= LSO 9z g)e T [ i gelle R
00’ = o)
- e2ralg _ 1’

(1.133)

dove A = g~ Inw/g, e nell’'ultimo passaggio si & utilizzata la relazione |I'(iz)|? =

w/xsinhwz. Le particelle di Rindler sequono la distribuzione di Bose-Einstein
alla temperatura di Hawking. Proprio come pensavamo!

1.2.5 Lo schema di Unruh

Presentiamo ora lo schema di [Unruh 1976], che permette di ottenere un set
completo di funzioni di modo con una frequenza definita rispetto al tempo
di Axel, ma decomponibili esclusivamente in modi di Minkowski a frequenza
positiva. Questo ¢ possibile combinando le funzioni X},’R definite nel settore I
ILR .

con le x, " del settore II. Vediamo come.

Quando non indichiamo diversamente, si intende nel seguito che ci stiamo
occupando dei right-movers; i conti sono paralleli per i loro amici mancini.

Invertendo l'eq. (I.I27) si ottiene

o0
ﬁz/dm%m—;WL

o (1.134)
ﬁz/ doo o, — L,

0

I coefficienti v e  per il settore I sono dati dalle eq. (II32) e (LI3T)). Per
quanto riguarda il settore II, ci si convince facilmente che

OZH :Oé*I 11 — *1 (1135)

Quindi
@ = [ e (el - ).
0 (1.136)
ﬁlzédw—ﬁmﬂ%%»

Come eliminare la parte di x. a frequenza di Minkowski negativa? Possiamo
sfruttare il fatto che tra ol e 4! sussiste la relazione (indipendente da w!)

Bhy = e 90l (1.137)
allora -
e A N AT (1.138)
0
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Figura 1.15: I modi di Unruh X, € X—o, per o = 8 (parte reale)

contiene soltanto componenti a frequenza di Minkowski positiva. Normalizzan-
do queste funzioni e aggiungendo quelle analoghe ottenute a partire da I, si
ottengono i modi di Unruh:

I —To 1T
~ — Xo +e /gXa 11

N G
— €

XIHI + e_ﬂG'/gXTII I I (1459
~ ag g *
Xelol = = =i = YelXjo) T FleiXiop
dove 0 > 0, e
1 1
ay = B, = (1.140)

1/1_6—27ra/g’ ,/627r0/g_1‘

I modi di Unruh con ¢ > 0 sono composti per la maggior parte dai modi di
Rindler x! del settore I, con una coda corrispondente al modo x:" nel settore I1.
Si ricordi che in II il tempo 7 ¢ diretto in modo opposto a I! Il modo coniugato
X ha pertanto frequenza negativa rispetto a 71 ma positiva rispetto alla
direzione del tempo di Axel e di Beatrice, come & necessario perché Y, abbia
complessivamente una frequenza di Minkowski positiva. I modi con o < 0
stanno invece prevalentemente in IT (vedi fig. [LT5)).

La decomposizione dell’operatore di campo in modi di Unruh e
[e.e]
& :/ do (;za@a + ng;@j,) +lm.: (1.141)
—00 - -
e la relazione tra gli operatori di creazione e distruzione di Rindler e Unruh e
(con o > 0)

~ _ I 11
a = a,c, — Bsc-,
{ 7 oCo ~ Pots (1.142)

~ 11 1
a_g = QgCy; — /80'02 5
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{ C}T = Oéado— + /BUCNLT_O., (1 143)

¢y = Qpl_q+ @,ELL.
I modi di Unruh ci permettono di ricavare la forma esplicita dello stato di vuoto
inerziale |Opeatrice) come stato dello spazio di Fock generato a partire dal vuoto
di Axel [0axel) (che soddisfa ¢! [0axel) = c|0axel) = 0) applicando gli operatori
di creazione ¢ e ¢, Infatti, dato che i modi di Unruh sono modi a frequenza
di Minkowski puramente positiva,

ao|OBeatrice> = 07 (1144)
e vista 'eq. (L142) si ha
(aoc};— - BUCLH)|OBeatrice> = 07
11 il (1'145)
(OZUCU - /80'60' )|OBeatrice> =0.

Se guardiamo attentamente queste equazioni, ci accorgiamo che ci dicono molte
cose: innanzitutto che |OBeatrice) deve poter essere ottenuto da |0axel) applican-
do soltanto gli operatori di creazione nella combinazione c:r,Ich,H; poi, che la
componente di |Opeatrice) lungo il vettore (CITI, CZI,I)("H) -+ |0Axel) (con i puntini
si intende I'applicazione di operatori di creazione relativi ad altre o) deve essere
B /(n + 1), volte quella lungo (CZI,CZI,I)H “+ |0Axel)- Insomm, |OBeatrice) €
dato da
n
|0Beatrice> = Z_1/2 ®;L.O:0 <i' Do <&> CJ([;ICIrH> ‘OAxel> =
n Qo (1.146)
=77 V2%, (@U eI ng 1) @ |nU,II>> :

Facendo la traccia sui modi del settore II, non accessibili alle osservazioni di
Axel e di Topo Frettoloso, si ottiene la matrice di densita

I
0Beatrice) = 271 ®22, (@U e=2m9/9|n 1) <n0,1\> . (1.147)

Abbiamo cosi dimostrato che Topo Frettoloso aveva completamente ragione:

lo stato di vuoto inerziale |0) é formalmente un bagno termico di
modi di Rindler alla temperatura di Hawking T = g/27.

1.2.6 Dal punto di vista di Beatrice

Alla nostra analisi dell’effetto Unruh manca ancora una parte importante. Ab-
biamo concluso che Topo Frettoloso viene eccitato perché ¢ in grado di assorbire
le “particelle” di Rindler presenti nel vuoto inerziale. Lo stato del campo, dopo
l’assorbimento di una particella di energia o, ¢ dato da (vedi eq. (II43]))

CZ; ‘OBeatrice> = 50’dT_o— |0Beatrice>7 (1 148)

22Questo ragionamento ¢ corretto e sufficiente per stabilire I'eq. (LI40); questa puo tuttavia
essere derivata anche utilizzando la trasformazione generale tra stati di rappresentazioni diversi
che presenteremo in cap. Bl
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ovvero l’assorbimento della “particella” di Rindler di energia o equivale all’e-
missione del modo di Unruh X_,. Ma, come sappiamo, i modi di Unruh sono
pacchetti di “particelle” di Minkowski! Se Beatrice potesse osservare lo sta-
to del campo dopo che Topo Frettoloso ha assorbito una particella di Rindler,
vedrebbe proprio che sono state create delle “particelle” di Minkowski!

Questo risultato € senza dubbio sorprendente, e ci spinge dritti verso due
paradossi:

1. L’assorbimento di una particella di Rindler da parte del detector dovrebbe
essere un processo che diminuisce ’energia del campo. Come & possibile
che questa invece aumenti (con la creazione di “particelle” di Minkowski)?

2. Il modo di Unruh y_, emesso dal detector € concentrato principalmente
nel settore II, causalmente sconnesso dal settore I. Dunque ’eccitazione
del detector nel settore I sembra “causare” istantaneamente la comparsa
di una “particella” (e un incremento dell’energia del campo) nel settore II.
L’osservatore accelerato Axel potra quindi inviare messaggi superluminali
da I in IT semplicemente accendendo e spegnendo il Topo che porta con
se!

Le risposte a questi dilemmi sono discusse in [Unruh e Wald 1984]. Prima di
tutto, 'assorbimento di una “particella” di Rindler non solo la rimuove dal
campo, ma compie anche una misurazione parziale dello stato quantistico. Il
fatto che ci fosse una “particella” di energia o “pesa” la matrice di densita
(eq. (LI47)) nella direzione di grandi numeri di “particelle”, e quindi aumenta
I’energia media attes.

D’altronde, non ci potevamo aspettare che I’energia del campo diminuisse,
perché il vuoto di Minkowski é gid un minimo dell’energia! Quindi il vuo-
to di Rindler |Opeatrice), al quale & necessario aggiungere un bagno termico di
particelle per arrivare al vuoto inerziale, deve avere un’energia negativa. Ri-
cordiamoci pero che la definizione di energia totale dipende da come si com-
pie il normal-ordering, cosicché I'energia del vuoto di Rindler e effettivamente
negativa secondo Beatrice, ma & zero secondo Axel!

C’¢ ancora qualcosa che non torna, perché complessivamente aumentano
sia ’energia del campo che quella del Topo. Prima di essere accusati di eresia
per aver negato la conservazione dell’energia totale, esaminiamo ancora tutti
gli elementi del sistema: il colpevole non puo che essere il moto semiclassico
del Topo. L’assorbimento di una “particella” dotata di energia e momento
dovrebbe modificarne la traiettoria, ma questo non avviene: evidentemente
il motorino che muove il Topo compensa automaticamente questo disturbo e
fornisce energia quando necessario.

Per quanto riguarda il secondo problema, non é possibile utilizzare [’effetto
Unruh per violare la causalita. Questo si puo vedere provando che il siste-
ma detector + campo ¢ manifestamente causale [Unruh e Wald 1984] (cioe che
il valore di aspettazione del campo dipende dal detector soltanto nel futuro

23 [Unruh e Wald 1984] danno I’esempio dello stato del campo |0) +(1/+/n)|n); il valor medio
di H & lenergia di un singolo quanto E; se pero un detector assorbe una “particella”, lo stato
salta a [n — 1) e 'energia media attesa a (n — 1)E.
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causale del momento della sua accensione) oppure con il seguente argomento
euristico: supponiamo che Beatrice si trovi in II per raccogliere il messaggio di
Axel. Beatrice deve accendere e spegnere asintoticamente il suo detector, al-
trimenti introdurra delle eccitazioni spurie, dovute allo switching del detector,
che oscureranno il “messaggio” di Axel. Beatrice, inoltre, dovra muoversi di
moto inerziale (altrimenti non potra distinguere i “messaggi” di Axel dal bagno
termico di Unruh); ma cio significa che Beatrice entrera prima o poi nella regio-
ne III, e che allora il suo detector sara ancora acceso. Quindi, la trasmissione
del “messaggio” puo essere ricondotta all’interazione col campo del detector di
Beatrice nella regione IT1, che é causalmente accessibile ad Axel.

Anche se non & possibile violare la causalita, entra qui ugualmente in gioco
un fenomeno di tipo EPREY: come @ evidente dall’espressione di eq. (C144q)
dello stato di vuoto inerziale, ¢’¢ una correlazione tra le fluttuazioni del vuoto
(che qui vestono i panni delle “particelle” di Rindler) in regioni dello spazio-
tempo separate da distanze space-like. L’interazione con il detector “invischia”
anche quest’ultimo (ma in modo causale!) nella correlazione, e la decoerenza del
detector assume necessariamente un’influenza non-locale sullo stato del campo.

Del resto il fatto che le fluttuazioni dello stato di vuoto esibiscano una
correlazione per distanze space-like non € niente di nuovo: ne & testimonianza
ad esempio l'espressione (I3 della funzione di Wightman (detta, appunto,
anche funzione di correlazione a due punti del campo):

-1
(0] ¢(z1) ¢(x2) [0) = @ z; = 22 # (0] ¢(x1) 0) - (0] ¢(22) [0) =0-0 =0.
(1.149)
Come afferma [Wald 1986],

“this implies that knowledge of the field at zo will alter the proba-
bility distribution for the field at ;. On the other hand, the com-
mutator of field operators does vanish when x; and xo are space-like
related [...] when the altered probability distributions for the field
at x1 are weighted by the probability of the outcome of the mea-
surement at xo and summed, one obtains the original probability
distribution. Hence, the decision to measure the field at x5 does not
result in a change in the probability distribution for the field at x1,
and one cannot make use of the existence of the field correlations at
x1 and zo to communicate information between these events.”

Visto tutto questo e tenendo in mente Pespressione (LI46) dello stato di vuo-
to inerziale, possiamo dare una descrizione definitiva dell’effetto Unruh con le
parole di [Unruh e Wald 1984]:

“it seems as though the detector is excited by swallowing part of
the vacuum fluctuation of the field in the region of spacetime con-
taining the detector. This liberates the correlated fluctuation in
a noncausally related region of the spacetime to become a real
particle.”

#Per un’introduzione allEPR, vedi ad es. [Penrose 1994], [Penrose et al. 1986] e, con
particolare riferimento alla teoria dei campi e all’effetto Unruh, [Wald 1986].
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Figura 1.16: Fotografia di un processo di produzione di particelle strane in una
camera a bolle (negativo)

La reazione mostrata, da destra verso sinistra, ¢ 7= +p — A + K% (vertice a);
K% — 7= + 7t (vertice b); A — 7~ + p (vertice ¢). Si immagini di congiungere a con
b e ¢ per segnare la traiettoria delle particelle neutre. Da [Segré 1977].

1.3 Parliamo ancora di particelle

E giunto il momento di tirare le somme degli sforzi che Beatrice ha fatto per
dare un senso al concetto di “particella”. Beatrice ¢ soddisfatta dei risultati che
ha ottenuto finora: le sembra che le “particelle” siano dopotutto oggetti fisici
reali, anche se stranamente dipendenti dallo stato di moto dell’osservatore. Axel
invece ¢ molto piu scettico:

Azel: dopotutto, una teoria di campo non ¢ che, appunto, una teoria di
campo! Le “particelle” sono il residuo di un vecchio modo di pen-
sare, del tentativo di interpretare la fisica del ventesimo secolo con i
concetti del diciannovesimo!

E vero; ma come fa notare [Unruh 1990], la teoria quantistica dei campi met-
te sullo stesso piano i campi di gauge, eredi della teoria classica di un “vero”
campo, il campo elettromagnetico (il cui valore ¢ direttamente accessibile al-
lesperimento) e i campi di materia, che discendono dalle teoria quantistiche
a una particella, dove il campo non é direttamente osservabile, ma esprime in
ogni punto la probabilita di un’osservazione.

E percio difficile rinunciare a parlare di “particelle” per i campi di materia;
per quanto uno continui a ripetersi, “questi disegni rappresentano solo dei ter-
mini di uno sviluppo perturbativo”, il formalismo dei diagrammi di Feynman
porta proprio in questa direzione; e che dire degli esperimenti di fisica delle
particelle?
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Beatrice: eppure! Hai visto le fotografie delle camere a bolle? Quelle sottili
tracce. ..non ti sembrano proprio i sentieri di piccolissime, velocissime
palline?

Azel: oh, certo, ma se non ci fosse un liquido sovrariscaldato che, uhm,
bolle, diresti che le “particelle” ci sono lo stesso?

Beatrice: ah, tu vuoi dire che io non posso riferire il concetto di “particella” al
campo, ma solo alla sua interazione con il detector!

E in effetti si puo dire che un concetto operativo di “particella” & definito dagli
scambi discreti di energia tra il campo e un detector, come abbiamo visto in

sez. [L.1.ol

Azel: e come hai visto, il concetto operativo di “particella” non € invariante
se passi da detectors inerziali a detectors accelerati. Ma c¢’e di piu! Hai
pensato che potresti prendere detectors con una diversa interazione
con il campo?

Beatrice: e perché dovrei? Che i miei Topi siano i detectors “giusti” & confer-
mato dalla decomposizione del campo in modi normali. Siamo riusciti
a interpretare anche 'effetto Unruh in questo modo: basta prendere
modi diversi!

Un concetto matematico di “particella” ¢ definito dalla struttura dello spazio
di Fock della teoria: I'applicazione dei creatori allo stato di vuoto genera stati
stabili “a n particelle”. Ma dato che, alla fine dei conti, I'interazione con i
detectors equivale ancora all’applicazione di creatori e distruttori allo stato del
campo. . .

Beatrice: ... il concetto operativo e quello matematico coincidono e le particelle
esistono davvero!

Azel: tsk, tsk. ..

Beatrice: non ti sopporto, quando fai “tsk, tsk”! Dimmi allora cosa c¢’¢ che non
|
val

1.3.1 Morte di un concetto matematico

Ma e proprio vero che i due concetti coincidono? In realta, soltanto per una
ristretta classe di osservatori e possibile trovare un set di modi “adattato” che
permetta di definire il concetto matematico di “particella”.

Consideriamo Jenny, un’osservatrice in moto generico (nessuna parentela
con Beatrice e Axell) Jenny vorrebbe che le sue “particelle” avessero un’e-
nergia definita rispetto al suo tempo proprio 73. Per prima cosa, Jenny deve
riuscire a coordinatizzare con 7y e altre tre coordinate spaziali una regione suffi-
cientemente vasta dello spazio-tempo. Ammesso che possa fare questo, le serve
una decomposizione del campo in modi ¢” tali che

i0r, 0] (¢, 2) = i (8, 2); (1.150)

questo, tuttavia, € possibile soltanto se l’operazione di “traslazione lungo il
tempo 13”7 € una simmetria della teoria di Klein Gordon! Dato che queste
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simmetrie coincidono con quelle della metrica di Minkowski 7., i soli osservatori
che possono definire un concetto matematico di “particella” sono quelli il cui
moto e definito da una isometria di 74, ovvero quelli che si muovono lungo
le traiettorie di un gruppo a un parametro di isometrie della metrica. Bisogna
ovviamente che la traiettoria sia time-like!

Ora, i gruppi a un parametro di isometrie di 7y, sono tutti generate da
combinazioni lineari dei 10 campi di Killing (vedi app. [A]) indipendenti che
comprendono le quattro traslazioni

O Oy, Oy, 0O (1.151)
le tre rotazioni spaziali indipendenti
R, =90, — 20y, Ry =20, —x0,, R,=x0,—y0; (1.152)
e i tre boosts di Lorentz
L, =x0; +t0,, Ly,=y0+1t0y, L,==z20;+10.. (1.153)

Con un po’ di fatic si puo mostrare che le curve integrali time-like delle
combinazioni di questi campi di Killing sono tutte e sole le eliche di Synge.
Dunque soltanto gli osservatori che si muovono con i Topi del set di Beatrice
possono formulare un concetto matematico di particella.

Ma c’¢ di peggio. [Letaw e Pfautsch 1981] quantizzano il campo di Klein-
Gordon nelle coordinate “naturali” (ovvero ottenibili a partire da una tetrade
trasportata parallelamente sulla traiettoria stazionaria, come abbiamo fatto in
sez. [L2.1] per il moto di Axel) degli osservatori in moto sulle eliche di Synge,
e ricavano il contenuto in “particelle accelerate” dello stato di vuoto “iner-
ziale”. Bene, il risultato ¢ consistente con lo spettro di energia Tiportato dai
Topi corrispondenti soltanto per moti inerziali o uniformemente accelerati alla
Pauli.

Negli altri casi, non esiste nessuna initial value surface su cui la coordinata
“di tempo” sia dovunque time-like. Prendiamo ad esempio il caso del moto di
Topo Girotondo: il sistema di coordinate “naturali” & costituito un sistema di
riferimento rigido “co-rotante” con il Topo. Il tempo, in particolare, & dato dal
“tempo di Killing” relativo al campo vettoriale

b = y(x0y — y0,) + 10, (1.154)

(vedi eq. (LTI)); per raggi abbastanza grandi, sia b che il tempo di Killing
diventano space-like (fisicamente, questo ¢ dovuto al fatto che un sistema rigido
“co-rotante” con il Topo dovra necessariamente avere punti che si muovono a
velocita superiori a quelle delle luce rispetto a un sistema inerziale).

Non & certo ovvio che in tali condizioni il problema di Cauchy classico sia
ugualmente ben posto! Se ammettiamo che lo sia, il risultato e che le funzioni

258i tratta di scrivere le velocita dei moti di eq. (Z63) e seg. come combinazioni lineari dei

campi di eq. (LI5I)-(LIE3).

26Quelle che per i moti alla Pauli chiamiamo “particelle di Rindler”.
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di modo a norma positiva con le quali si decompone 'operatore di campo non
sono tutte a frequenza positiva dal punto di vista dell’osservatore accelerato.
Esistono dunque particelle a energia negativ!

Quando si studia il contenuto in “particelle accelerate” dello stato di vuoto
“Iinerziale”, si trova che non ce ne sono affatto (& il caso ad esempio di Topo
Girotondo) o che ce n’¢ una distribuzione termica alla temperatura di Haw-
king (come succede per Topo Strano e Topo Complicato). Come mai allora
Topo Girotondo rileva una densita di energia non-nulla, e Topo Strano non
riporta uno spettro strettamente planckiano? Il motivo ¢ che i Topi hanno a di-
sposizione due modi per guadagnare energia: assorbire “particelle accelerate”,
quando ce ne sono, ma anche emettere “particelle accelerate” a energia negati-
va. La corrispondenza tra il concetto matematico e quello operativo ¢ dunque
distrutta@.

Azxel: mi sembra insomma inutile giustificare la tua convinzione che le “par-
ticelle” esistono con il fatto che i due concetti coincidono, visto che
il concetto matematico € riservato a un’élite di osservatori, e porta
comunque a conclusioni sbagliate se non in casi particolarissimi!
Beatrice: non so come fai a chiamare “particolarissimi” gli osservatori inerziali,
visto che non si ¢ fatta altra fisica che la loro, almeno fino a Einstein!
Beh, vorra dire che mi accontenterd del mio concetto operativo!

1.3.2 Lo zoo dei detectors

Perché, con Beatrice, siamo cosi restii ad abbandonare per sempre le “particel-
le”? Un motivo, come diceva Beatrice, sono le tracce che vediamo nelle camere
a bolle, o i clicks dei contatori Geiger: le “particelle” si possono vedere e sentire!
Dato che pero quello che vediamo e sentiamo € essenzialmente il comportamento
di alcuni semplici sistemi fisici in presenza di eccitazioni del campo quantistico,
ha ragione [Unruh 1990] quando dice,

particles are what particles detectors detect.

Certo, se i detectors definiscono il concetto di “particella”, questo non puo
essere usato per costruire il detector “giusto”! Dopo tutto, aggiungiamo noi,

particles detectors are those things that detect particles!

Hmm! Non c’¢ perd una arbitrarieta totale nella scelta del detector. La mag-
gior parte degli osservatori (umani e terrestri, per lo meno) ¢ quasi inerziale dal

27Si badi bene, non nel senso delle antiparticelle: uno stato popolato da queste particelle
avra effettivamente un’energia inferiore a 0.

28Secondo [Grove e Ottewill 1983], non irrimediabilmente. Se non si considerano osserva-
zioni elementari (ovvero singoli esperimenti), ma osservazioni complete (ovvero inferenze su
serie di esperimenti), e si corregge per le presenza di particelle negative, & possibile considerare
il comportamento degli “altri Topi” come indicativo della presenza o meno di “particelle acce-
lerate”. Un’altra proposta, limitata al caso di Topo Girotondo, & dovuta a [Davies et al. 1996/,
che propongono di limitare la quantizzazione del campo alla regione in cui il “tempo” & ef-
fettivamente time-like. La struttura dei modi del campo risulta radicalmente alterata e viene
ripristinata la coerenza tra le osservazioni dei detectors e la presenza di “particelle accelerate”.
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punto di vista della teoria dei campi (in altre parole, la temperatura di Hawking
¢ terribilmente piccola per accelerazioni realizzabili). Appare percio ragionevo-
le prendere le “particelle” matematiche di Minkowski (che corrispondono alle
rappresentazioni del gruppo di Poincaré) come punto di partenza, e richiedere
che tutti i detectors misurino queste nel limite di moti inerziali.

La maggior parte dei detectors studiati in letteratura appartiene alla classe
dei detectors semiclassici: ovvero di sistemi quantistici in moto classico su una
world-line predeterminata P(7), immersa nel campo quantistico ¢ da misurare.
L’idea e che un osservatore puo muoversi sulla sua world-line con uno di questi
detectors, controllandone ogni tanto i “quadranti” (e facendone cosi precipitare
lo stato quantistica®?).

1. Il primo articolo in cui si considera l'interazione con un detector come
criterio per la presenza di “particelle” & [Unruh 1976]; qui si esamina
una “scatola” in moto uniformemente accelerato alla Pauli nello spazio
di Minkowski in modo da apparire ferma nelle coordinate di Rindler; la
scatola contiene una particella di Schroedinger con funzione d’onda 1, che
si evolve con il tempo di Rindler ed & accoppiata al campo da misurare ¢
dal termine di interazione

HI = . w(T7§Z)¢(T7§Z)\/__gd3§Z7 (1155)
OX
(per ¢ si intendono le tre coordinate spaziali di Rindler, che chiamavamo
(&,y, z) in sez. [L.2.1} I'integrazione e limitata all'interno della scatola). La
rilevazione di una “particella” corrisponde alla transizione di ¢ dal livello
fondamentale a un livello eccitato.

2. [DeWitt 1979] mostra come semplificare ulteriormente questo detector,
prendendo un sistema quantistico puntiforme con spettro discreto e inte-
razione con il campo data da

Hy = m(7)¢(P(1)), (1.156)

dove m(7) opera sugli stati del detector. I nostri Topi sono essenzialmente
detectors di DeWitt!

Il fatto che il detector sia puntiforme semplifica notevolmente i calcoli, ma &
ragionevole pensare che un detector realistico debba essere spazialmente esteso.
Purtroppo, non & possibile generalizzare lo “Schroedinger box” a traiettorie
non stazionarie, perché in tal caso non si potrebbe richiederne la rigidit.

2 interessante notare, come fa [Unruh 1990], che questi detectors subiscono il ben noto
(almeno agli amanti del t&) effetto della teiera: a watched pot never boils; se infatti si osserva
continuamente il loro stato, non subiscono mai alcuna transizione.

3%Lo stesso articolo in cui si identifica per la prima volta un “effetto Hawking nello spazio-
tempo piatto”, i. e. 'effetto Unruh.

31La definizione di rigidita generalmente accettata & quella di Born: un corpo si dice rigido se
i vettori di deviazione (vedi app. [A)) tra le world-lines dei suoi elementi hanno norma costante
rispetto al tempo proprio dell’oggetto. E stato provato, tuttavia, che un corpo che obbedisce
a questo criterio ha soltanto tre gradi di liberta invece dei sei della meccanica classica. In
generale, data una world-line € impossibile trovare un corpo rigido tale che almeno uno dei
suoi punti la segua. A questo proposito, si veda ad es. [Anderson 1967].
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Utilizzare un “box” rigido e desiderabile perché generalmente si vorra imporre
sul “campo interno” del detector una condizione di periodicita sulle “pareti”
della scatola; la presenza di superfici “riflettenti” accelerate causa fenomeni
spurii di produzione di particell che sono da ritenere estranei all’osservazione.

3. [Grove e Ottewill 1983] propongono di considerare un “box” rigido sol-
tanto mel sistema di coordinate naturale dell’osservatore accelerato, che
abbiamo discusso in sez. [L2.1] In questo modo non c¢’¢ produzione spuria
di particelle almeno dal punto di vista dell’osservatore accelerato.

Questi detectors, tuttavia, sono matematicamente molto ingombranti,
e la superiorita delle osservazioni che permettono rispetto a quelle dei
detectors “puntiformi” e tutta da dimostrare.

4. ancora in [Unruh 1976], viene discusso un detector consistente in due
campi di Klein-Gordon ¥p e Uy (“fondamentale” ed “eccitato”, con
mg > my), accoppiati al campo ¢ dalla densita di Hamiltoniana

Hi = (Vp(2)Ve(z) + Vg (2)Vr(2)) o(2), (1.157)

e accelerati da un campo esterno classico. La rilevazione di una “particel-
la” di ¢ comporta la distruzione di una “particella” di Uy e la creazione
di una di Vg.

Questo detector non soffre (ovviamente) di problemi legati alla “rigidita”,
ma presenta la caratteristica poco fisica di essere spazialmente illimitato.

5. Come esempio di almeno un detector che non conferma l'effetto Unruh,
si puo vedere [Brown et al. 1982]. Qui si esamina un detector spazial-
mente esteso le cui pareti seguono un campo di Killing conforme nello
spazio-tempo di Minkowski (questa condizione si puo considerare poco
“fisica” perché il detector non sara in nessun senso rigido e apparira a
tratti grossolanamente distorto dal punto di vista degli osservatori iner-
ziali). E allora possibile realizzare una trasformazione conforme che porta
lo spazio di Minkowski in sé stesso e il detector uniformemente accelerato
in un detector inerziale. Dato che si puo mostrare che lo stato di vuoto
inerziale e invariante per questa trasformazione, il detector non rilevera
mai alcuna “particella”.

6. Piuttosto speculativa, infine, appare 'impostazione di [Sanchez 1979)] che
considera in teoria dei campi (1+1)-dimensionale sistemi di coordinate
definiti da funzioni analitiche reali F'(u) nel modo seguente:

¥ =Z[F(z+t)+ F(z — 1),
(1.158)

/

y:

N =N =

[F(z+1t)— F(z —1)].

32La produzione di particelle ottenuta accelerando dei conduttori & un fenomeno imparentato
con leffetto Unruh, discusso in [DeWitt 1975] e nella maggior parte delle rassegne e dei testi
sulla teoria dei campi nello spazio curvo.
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La “produzione di particelle” e studiata confrontando le funzioni di modo
nelle coordinate inerziali e in quelle “accelerate”, ed e determinata dalla
struttura delle singolarita di F. E possibile avere produzione di particelle,
con distribuzioni termiche e non termiche, anche per trasformazioni che
non inducono orizzonti causali per gli osservatori “accelerati”.

Il problema principale di tutti i detectors semiclassici € che questi non per-
mettono di discutere la conservazione dell’energia: infatti all’assorbimento o
all’emissione di una “particella” del campo da parte del detector dovrebbe cor-
rispondere una variazione del suo momento e della sua energia; essendo pero la
traiettoria del detector gia data a priori, bisogna postulare, come abbiamo gia
osservato in sez. [[L2.6]) che la “causa fisica” che la determina (per i Topi, ad
esempio, ¢ un piccolo motore a pile) compensi automaticamente queste varia-
zioni, e in particolare fornisca al detector I’energia necessaria per 'emissione di
una “particella” del campo quando questo processo avviene. Nemmeno il de-
tector M) si sottrae a questo problema, perché 1’accelerazione ¢ ottenuta ancora
attraverso un “agente esterno”, in questo caso un campo classico.

1.3.3 Covarianza della teoria per la scelta dei modi e stati non-
particolati

In tutto questo capitolo abbiamo ragionato sul fatto che il concetto di “particel-
la” non fa parte del “nucleo” della teoria quantistica dei campi, ma ¢ una sovra-
struttura intimamente legata alle simmetrie dello spazio di Minkowski che viene
a cadere non appena consideriamo la teoria dal punto di vista di osservatori in
moto non inerziale. Il nostro ragionamento ci ha portato a esaminare il metodo
di quantizzazione canonica, e in particolare il procedimento di decomposizione
del campo in modi normali.

Con un certo stupore, abbiamo scoperto che gli stati di vuoto definiti da
diverse decomposizioni del campo possono non essere equivalenti. Non ci siamo
chiesti, tuttavia, se lo spazio di Fock di una costruzione contenga tutti gli stati
definibili in tutte le altre, ovvero se lo spazio degli stati quantistici del campo
sia invariante per la scelta delle mode functions.

La risposta ¢ no. Un esempio ¢ dato dallo stato di vuoto inerziale di Beatrice:
il suo contenuto in particelle di Rindler, di tutte le frequenze, & dato da

<OBeatrice| ZCICi |0Beatrice> = ZBZ}B” = / 62”3%1; (1159)
i 2y
ma quest’integrale diverge! Uno stato con un numero infinito di particelle non
puo stare nello spazio di Fock, e dunque |Opeatrice) 100 fa parte dello spazio di
Fock di Axel.

Non si preoccupi il lettore che teme che questo risultato infici la derivazione
dell’effetto Unruh data in sez. [[L2.4t come vedremo nel cap. Bl ¢ ugualmen-
te possibile dare un senso fisico ai vettori (come |Opeatrice)) che stanno solo
formalmente nello spazio di Fock ma non sono normalizzabili.

Piuttosto, visto che in modo analogo € possibile definire stati che non rien-
trano nello spazio di Fock inerziale, ci si puo chiedere se questo sia “abbastanza
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vasto” per accomodare tutti gli stati fisici realizzabili, o se piuttosto non si
debbano considerare insieme tutti gli stati di tutti gli spazi di Fock ottenuti
per diverse scelte dei modi. La maggior parte di questi stati non saranno stati
“particolati” secondo la maggior parte delle scelte dei modi. [Deutsch 1981]
osserva,

there might be non-particulate matter in this very room — though the
success of the [single Fock space] hypothesis in field theory to date
presumably indicates that the state of the world has at most a very
small component [outside the “Minkowski” Fock space].

Nel capitolo B]studieremo in un contesto piu generale (quello degli spazio-tempo
curvi) le conseguenze della scelta dei modi per la quantizzazione, e scopriremo
perché la quantizzazione standard a la Bjorken € sufficiente per descrivere cosi
bene il mondo che ci circonda.



Capitolo 2

Interludio classico: il principio
di equivalenza per le particelle
cariche classiche e il concetto
di “radiazione”

(Beatrice arriva da Axel in visita.)

Beatrice: eccomi qui! Pero, hai ristrutturato proprio bene la tua nuova casal
Quanti computers! Posso accenderli?

Axel: s1, ma perché prima non provi il mio nuovo ascensore? L’ho appena
fatto installare.

Beatrice: € sicuro? Te lo chiedo perché ha un’aria un po’ antical

Azel: sicurissimo. Sali.

(Azel preme un pulsante, e improvvisamente [’ascensore precipita in caduta
libera, lasciando Beatrice e Axel a galleggiare nel vuoto. Altrettanto improvvi-
samente si ferma, sbattendoli con violenza contro il pavimento.)

Beatrice: ugh!

Azel: sorellina mia, hai appena avuto una dimostrazione del principio di
equivalenza di Einstein! Hai letto i libri di relativita generale che ti
ho dato, vero?

Beatrice: si che li ho letti! Pero preferisco quando i gedankenexperimenten
rimangono, appunto, gedanken. La mia schiena!

Axel: oggi voglio raccontarti una storia molto interessante.
Beatrice: parla di fisica? Di teoria dei campi?

Azxel: parla di elettromagnetismo classico. Ma prima torniamo su. Hai
portato uno dei tuoi Topi?

Beatrice: si, eccolo qui.

Azxel: guarda cosa facciamo. Con questa piccola antenna il tuo Topo diventa
un perfetto rivelatore di onde elettromagnetiche. Ora prendo questa

47
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carica elettrica puntiforme, e le faccio fare un bel tuffo nell’ascensore.
Cosa pensi che misurera il tuo Topo?

Beatrice: oh, non c’e bisogno di fare la prova. La carica cadra con accelerazione
uniforme emettendo una radiazione elettromagnetica, che il mio Topo
potra facilmente misurare.

Axel: ne sei cosi sicura? Cosa dice il principio di equivalenza che hai appena
sperimentato?

Beatrice: beh, in buona sostanza dice che i sistemi di riferimento in cadu-
ta libera sono (localmente) inerziali: la forza di gravitd puo essere
(localmente) simulata da un’opportuna accelerazione.

Azel: sistemi inerziali, vero? Quindi nell’ascensore che cade varranno an-
che le equazioni di Maxwell. D’altronde, nel sistema di riferimento
dell’ascensore la carica e ferma. ..

Beatrice: e quindi non puo irradiare! Oddio, non capisco piu niente! Mi sem-
bra davvero strano che la carica non irradii, ma se lo facesse dovreb-
be perdere energia, e non potrebbe cadere cosi velocemente come
I’ascensore, che non ¢ carico.

Azel: vorrebbe dire che le particelle cariche violano il principio di equiva-
lenza!

Beatrice: lo fanno?

Azel: questa ¢ la domanda a cui cercheremo di rispondere.

2.1 Un criterio Lorentz-invariante per la definizione
di “radiazione”

Per risolvere il dilemma di Beatrice abbiamo bisogno di alcuni strumenti teorici.
Prima di tutto, ci serve una caratterizzazione precisa del concetto di “radiazione
elettromagnetica”. Poniamoci in relativita speciale, e partiamo dall’espressio-
ne del campo elettromagnetico per una carica classica in moto sulla traiettoria
descritta da z#(7) in un sistema di riferimento inerziale. In ogni punto Q della
world-line si producono dei campi elettromagnetici che si muovono con la velo-
cita della luce sul cono di luce futuro di Q. Ne segue che se la carica ¢ 'unica
sorgente di campi elettromagnetici nello spazio-tempo di Minkowski, il campo
in ogni punto P di coordinate z* ha avuto origine unicamente nell’intersezione
di z#(7) con il cono di luce passato di P (il campo & percio detto ritardato).

Il valore dei potenziali elettromagnetici in z* & dato dalla formula di Liénard-

Wz’echer
eut

Aife = <7> ) (21)
’ —u“Rq ret

dove e ¢ la carica della particella classica, u = dz#/dr ¢ la sua 4-velocita e
RF = xt — 2F(Tyet) collega x# al punto della world-line della carica che giace sul

1Per la dimostrazione di questo e degli altri risultati esposti in questo capitolo si veda, ove
non espressamente indicato altrimenti, [Rohrlich 1965].
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Figura 2.1: Calcolo del campo elettromagnetico sul cono di luce futuro di una
carica classica: (a) sistema inerziale generico; (b) sistema inerziale in quiete con
la carica

Ci si puo convincere della forma di A* in eq. (2.1)) considerando il campo di Coulomb
della carica ferma nel sistema di riferimento inerziale istantaneamente in quiete (b).

suo cono di luce passato (vedi fig. 2.1} si tenga presente che in eq. (2.1]) anche
ut & valutato in Tyet)-

Introducendo per comodita il versore v* space-like diretto verso z* e orto-
gonale a u”, e la distanza invariante p = v*R* = —u#R*, si puo ricavare il
valore del campo in z#,

Fr;gt/ _ %u[uvl/] - % ’U,[MCLV} 4 v[ﬂa’/} + u[ﬂvl’](ao‘va)] , (22)

dove a* = d?z"/dr? ¢ la 4-accelerazione della carica, e (a®v,) la sua componente
normale alla velocita. Fly consiste di un campo di velocita indipendente da a**
e proporzionale a 1/p? (che si riduce nel caso di una carica ferma al campo di
Coulomb) e dei campi di accelerazione (tra parentesi quadre) che sono funzioni
lineari omogenee di a* e sono proporzionali a 1/p.

Da quest’espressione e evidente che i campi di accelerazione svaniscono se il
vettore di accelerazione a* si annulla. Inoltre, possiamo verificarne la presenza
muovendoci sul cono di luce futuro del punto z#(7) e accertando se per p — oo
I'intensita del campo elettromagnetico diminuisce come 1/p o come 1/p? (questo
criterio, pero, non ¢ applicabile se la lunghezza d’onda A tipica della radiazione
¢ molto grande e quindi fatichiamo a raggiungere la wave-zone p > \).

Ma si puo fare di meglio. Intuitivamente, associamo l'idea di “radiazione”
al trasporto di energia e momento da parte di una perturbazione del campo
elettromagnetico che “si stacca” dal campo di velocita della carica accelerata
e, da quel momento in poi, attraversa lo spazio-tempo alla velocita della luce,
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(b)

A
2'(1) '

Figura 2.2: Emissione di energia-momento da parte di una carica accelerata

Si considera il flusso di energia-momento attraverso la superficie Ao data dall’inter-
sezione dei coni di luce futuri di z* nell’intervallo (7,7 + A7) con (a) una superficie
space-like; (b) una superficie time-like che appare come un cilindro diritto nel sistema
di riferimento inerziale istantaneamente in quiete con la carica nell’istante di emissione.

in modo indipendente dal successivo moto della carica. Per valutare l’energia
irradiata dalla carica nell’intervallo di tempo infinitesimo J = (7, 7+ A7) calco-
leremo il flusso A P* di energia-momento del campo elettromagnetico attraverso
una superficie Ao data dall’intersezione di una superficie space-like o con i coni
di luce futuri della carica nell’intervallo J (vedi fig. 2.2h). AP* sara dato da

APH = / T n,d3o, (2.3)
Ao

dove n, e il versore normale all’elemento infinitesimo di superficie, e TH” ¢ il
tensore di energia-impulso del campo elettromagnetico

1 1
T = <F“O‘Fa" - Zn“”FagFW) . (2.4)

Il risultato, ovviamente, non ¢ univoco, ma dipende dalla scelta della superficie
o. Si puo pero dimostrare (teorema di Schild) che AP* diventa un 4-vettore
indipendente da o nel limite di superfici di integrazione tendenti all’infinito (tali
cioe che la loro intersezione con z#(7) avvenga per 7 — 00).

E interessante vedere che & possibile ottenere il valore di questo limite con
una integrazione al finito se si sceglie opportunamente Ac. In particolare,
prenderemo Acg come lintersezione tra i coni di luce della carica in istanti
successivi e una superficie time-like o che nel sistema di quiete istantaneo della
carica (riferito all’istante di emissione) ¢ un cilindro diritto (fig. 22b).
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Utilizzando le eq. (23), (2.4)) e (2:2) ¢ possibile esprimere il flusso di energia-
momento nei termini delle grandezze cinematiche della carica [Rohrlich 1965):
dividendo per AT si ottiene

2 v,V
APt e (00 — (000" RMR™

dove df2 & I'elemento di angolo solido e p & il raggio del cilindro o. Questo
integrale e indipendente da p, e deve pertanto coincidere con il limite per p —
oo del flusso attraverso superfici space-like. L’espressione finale per il rate di
radiazione della carica ¢ allora il quadrivettore
dp* 2
_ 42

7 = 3¢ (@aa®)u’ (2.6)

in particolare, la componente parallela a u* da il rate di emissione di energia

dpPt 2
R=—u,—— = =e*(a“ay). 2.7
W = 2 (a%aa) (27)
Questa espressione Lorentz-invariante costituisce la generalizzazione relativisti-
ca della formula di Larmor; R & dovuta soltanto ai campi di radiazione del-
la carica e puod essere utilizzata per formulare un criterio per la presenza di
radiazione che € locale e Lorentz-invariante:

una carica emette radiazione relativamente a un osservatore iner-
ziale se e solo se R # 0, ovvero se e solo se la carica é accelerata

(aqa® #0).

Sono d’obbligo alcuni commenti:

1. il criterio & locale perché l'integrazione di dP* /dr puo essere eseguita arbi-
trariamente vicino alla carica; questo conforta 'interpretazione di dP*/dr
come il rate con la quale energia e momento sono emessi dalla carica;

2. il criterio € Lorentz-invariante perché R ¢ formalmente uno scalare di Lo-
rentz; tutti gli osservatori inerziali, pertanto, concorderanno sull’emissione
radiativa da parte di una carica accelerata;

3. la forma della superficie di integrazione Ac indica che & possibile interpre-
tare operativamente R nel modo seguente [Rohrlich 1965]: se, a un tempo
to, una carica passa attraverso una sfera di raggio p in quiete rispetto a un
osservatore inerziale, questi puo misurare F'*¥ sulla superficie della sfera
al tempo t = to+ p, e integrare poi l'espressione (2.3]) trovando cosi il rate
invariante di radiazione R;

4. non c’¢ radiazione se sul cono di luce futuro dell’evento di emissione si
annullano le componenti di F'*¥ che sono “di tipo spazio” (cioe relative al
campo magnetico) nel sistema di riferimento inerziale istantaneamente in
quiete con la carica nell’evento di emissione@.

2Per vederlo, si consideri 'eq. (Z3) per una superficie Ao time-like: ci interessa allora
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2.2 Campi gravitazionali costanti

L’ingrediente che ci manca per analizzare compiutamente il “problema dell’a-
scensore” ¢ una caratterizzazione precisa della relazione tra il sistema riferi-
mento “sostenuto” a un’altezza costante dalla superficie terrestre (il salotto di
Axel) e il sistema di riferimento in caduta libera dell’ascensore.

Il nostro primo impulso & di porci dal punto di vista degli osservatori “so-
stenuti” spiegando il moto accelerato dell’ascensore come dovuto alla forza gra-
vitazionale costante esercitata dalla terra. Come sappiamo bene, pero, non &
possibile descrivere i fenomeni gravitazionali semplicemente introducendo delle
nuove forze nella teoria della relativita speciale.

Passiamo allora in relativita generale e cerchiamo di caratterizzare la geo-
metria dello spazio-tempo nella nostra situazione. Agli osservatori “sostenuti”
lo spazio-tempo appare piatto, omogeneo nelle due direzioni “orizzontali” (che
etichettiamo con z e y) e statico (ovvero la geometria non cambia al passare
del tempo t). Definiamo allora come campo gravitazionale statico e omogeneo
(CGSO) la geometria

ds* = —D(z2)dt? + A(z)dz? + B(2)dy? + C(z)dz>, (2.9)

dove A, B, C' e D sono funzioni della sola z. Richiederemo inoltre che la
curvatura si annulli e che, nel limite non relativistico, la metrica “simuli” il
potenziale gravitazionale ¢nr = gz; si dimostra allora [Rohrlich 1963] che la
metrica si puo scrivere come

2
ds* = —D(z)dt? + dz® + dy* + <di \/D(z)/g> dz?, (2.10)
z

dove D(z) & una arbitraria funzione reale e continua, ristretta soltanto dal limite
non relativistico

Dnr(z) =1+2g2z pergz<l, gt < 1. (2.11)

Tra le infinite metriche consentite ve ne sono tre di particolare interesse: la
metrica di Moelle

ds? = -1+ gz)2dt2 + daz? + dy? + d2?, (2.12)

che implica che una variazione lineare della velocita degli orologi con 'altezza
¢ sufficiente a simulare un CGSO; la forma

ds* = dz* + dy® + €97 (d2* — dt?), (2.13)

valutare le sole componenti 7% del tensore di energia-impulso (la decomposizione “u = (0,1)”

¢ riferita al sistema di riferimento inerziale istantaneamente in quiete con la carica nell’evento

di emissione). Se le uniche componenti non nulle di F** sono le F% = —F i ha (eq. (Z4)):
07 1 Oc 7 1 07 af3
T (2.8)

- L

o (FFR' + FYF;") = 0.

3La metrica di Moeller coincide con la metrica di Rindler (T100).
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che soddisfa la condizione armonica g®°T¢,, = 0; infine, la metrica di Kottler-
Whittaker,

ds® = —(1 + 2g2) dt* + da? + dy? + (1 + 292) " td22, (2.14)

per la quale la forma non relativistica di D(z) ¢ esatta.
Il moto di una test-particle nella geometria generica (2.10]) e regolato dall’e-
quazione geodetic

d%at dz® dzP
5+ og———— = 0; (2.15)
dr dr dr
nell’ipotesi che la traiettoria giaccia interamente nel piano zt, ci si riduce
all’equazione differenziale

2
<d1(‘;l(tz)> = Pu(2)2(1 — u(2)?). (2.16)

La soluzione di questa equazione dovrebbe darci la traiettoria della carica in
caduta libera, dal punto di vista degli osservatori “sostenuti”. Bene, per nessuna
delle tre metriche (212)-(2.14) la soluzione é il moto iperbolico alla Pauli di eq.
([L97)), che si ottiene invece per

1
—— =—cosh+/(1 —gz)2 —1. 2.17
o = VT (217)
Poniamoci ora nel sistema di riferimento inerziale che si muove con la test-
particle in caduta libera, e chiediamoci che aspetto ha la traiettoria t = T,

z = 29 di un osservatore “sostenuto” nella geometria ([2.I0). La trasformazione
di coordinate necessaria si ottiene imponendo

—dt” + da’® + dy* + dz'* = —u2dt? + da® + dy? + (W /g)?dz?,  (2.18)
ed ¢ data (a meno di una traslazione) da

(. u(2)

t = sinh gt,
[Y

(2.19)

@)

z' = —= cosh gt.
g

Giungiamo pertanto alla conclusione che un osservatore in caduta libera in un
CGSO vedra un osservatore “sostenuto” percorrere una traiettoria iperbolica,
indipendentemente dalla scelta di u(z) (anche se con accelerazioni g/u(zg) di-
verse; a parte questo, la cinematica e esattamente quella di Topo Frettoloso e
di Axel nel primo capitolo: vedi sez. e [[2.1]). Invece, come abbiamo gia
notato, dal punto di vista dell’osservatore “sostenuto” 1’osservatore in caduta li-
bera non compira un moto uniformemente accelerato se non per una particolare
scelta di u(z).

4Vedi app. [A] e i testi standard di relativita generale: [Anderson 1967, Misner et al. 1973}
Wald 1984a).
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) )))) ﬂ

Figura 2.3: T quattro esperimenti di Axel e Beatrice

In relativita generale, infatti, 'accelerazione non & relativa se per questo si
intende che il moto di A rispetto a B ¢ identico (a parte la direzione) al moto
di B rispetto ad A. Questo & dovuto al fatto che d?z#/dr? non ¢ una grandezza
intrinseca e ha senso soltanto rispetto a un sistema di riferimento dato.

2.3 Quattro esperimenti non troppo gedanken

Azxel: penso che a questo punto la cosa migliore sia passare al buon vecchio
metodo sperimentale. Abbiamo ben quattro prove da fare: te le ho
schizzate qui in fig. 23l ..

Beatrice: cominciamo!

Axel: bene, allora prendi il Topo e la carica e sali sull’ascensore. Quando
sei pronta premi il pulsante e vedi un po’ se rilevi radiazione.

Beatrice: OK, capo!

2.3.1 Osservatore free-falling, carica free-falling

Prima di controllare il risultato del primo esperimento, ¢ utile formulare con piu
precisione il principio di equivalenza di Einstein. In genere, se ne distinguono
tre Versiomﬁ: il principio di equivalenza debole stabilisce 'equivalenza locale

®Vedi ad es. [Ciufolini e Wheeler 1995].
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tra campi gravitazionali e sistemi di riferimento accelerati; questa non e che
una riaffermazione dell’eguaglianza tra massa inerziale e massa gravitazionale,
valida perfino in fisica newtoniana. Il principio di equivalenza forte, invece,
richiede che in ogni punto di un campo gravitazionale arbitrario sia possibile
scegliere un “sistema di riferimento inerziale” in cui, per esperimenti svolti in
un intorno spazio-temporale “abbastanza piccolo” del punto in questione, tutte
le leggi della fisica assumano la forma speciale-relativistica che avrebbero in
assenza della gravitazione?.

Se assumiamo il principio di equivalenza forte, 'ascensore in caduta libera
costituira allora un sistema di riferimento inerziale in cui saranno valide le
equazioni special-relativistiche di Maxwell. Rispetto all’ascensore, sia Beatrice
che la carica sono in quiete; Beatrice gode pertanto dello status di osservatore
inerziale e rispetto a lei il rate di radiazione della carica classica non accelerata
e nullo.

Beatrice: ahi ahi! Che botta! Perd mi sembra che il Topo non abbia misurato
alcuna emissione elettromagnetica. Se non ho sbagliato a guardarlo:
sai, non e facile mentre stai galleggiando nell’aria!

Azel: no, non hai sbagliato:

nel primo esperimento (osservatore e carica entrambi free-falling)
l’osservatore non misura alcuna radiazione.

2.3.2 Osservatore free-falling, carica sostenuta

Azel: ora lasciami qui la carica e rientra nell’ascensore con il Topo.
Beatrice: non dirmi che devo fare un altro volo! Ma perché sempre io?

Azel: per amore della scienza, e perché sei la pit giovane. Su, vail

La nostra analisi dei CGSO indica chiaramente che dal punto di vista di Beatrice
e del Topo in caduta libera nell’ascensore Axel e la carica, che sono “sostenuti”,
appaiono muoversi con un moto uniformemente accelerato alla Pauli. Il campo
elettromagnetico di una carica su una tale traiettoria e stato calcolato da Born
nel 1909 ed & datd?], in coordinate cilindriche (* = 2/ +y/%, ¢/ = arctany//a),
da

( Reqg 21’2
E, = QT’
—deqg—2
EZ/ = 7239 (9_2 —+ t/2 —+ 7’/2 — 2/2),
Ey =0, (2.20)
Hr’ = Hz’ = 07
8eg2rt
Hy =-——,
(77 £

6 Si distingue ulteriormente un principio medio-forte in cui a “tutte le leggi della fisica” si
sostituisce “tutte le leggi non-gravitazionali della fisica”.
"Si veda ad es. [Fulton e Rohrlich 1960).
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dove

£= \/(9—2 + 12— = )2 4 4g 22 (2.21)

L’assunzione di potenziali elettromagnetici ritardati implica che questo campo
va ristretttﬁ soltanto alla regione 2’ +t' > 0 che si trova nel futuro causale della
carica (cioe alle regioni I e IIT di fig. [[.9]). Se si vuole che i campi cosl modificati
soddisfino le equazioni di Maxwell & ulteriormente necessario aggiungereﬁ delle
appropriate ¢ di Dirac sull’orizzonte (2’ +t' = 0).

[Pauli 1921] nota che per ¢ = 0 la soluzione di Born prevede un campo
magnetico nullo. In ¢ = 0, la 3-velocita della carica si annulla; il sistema
inerziale “primato” coincide con il sistema inerziale istantaneo di quiete della
carica, e la superficie spaziale t' = 0 coincide con la superficie t = 0 (eq.
(219)). Ora, la simmetria del moto iperbolico implica che nel sistema inerziale
istantaneamente in quiete con la carica per un qualsiasi tempo t = t, il campo
magnetico deve annullarsi sulla superficie t = ¢ percepita come “simultanea”
dalla carica. Pauli ne conclude che non puo esservi alcuna radiazione.

Tuttavia, il valore di H; sulla superficie t' = 0 (o su una della altre superfici
a “tempo della carica” costante) ¢ determinato dai campi emessi da tutti gli
eventi precedenti della traiettoria, e il fatto che il campo magnetico si annulli
¢ indubbiamente una peculiarita del moto iperbolico, ma non ha niente a che
vedere con la radiazione che la carica emette in ¢’ = 0. Per valutare la radiazione
non serve conoscere il campo elettromagnetico in un intorno space-like di un
evento della traiettoria, ma bisogna valutarlo sul cono di luce futuro basato in
quell’evento.

Il criterio generale che abbiamo sviluppato in sez. [2.1] resta pertanto valido
e ci informa che la carica emette radiazione con un rate costante

2
R= gez’g? (2.22)

Nel secondo esperimento (osservatore free-falling e carica “soste-
nuta” nel CGSO) losservatore vede la carica svolgere un moto
uniformemente accelerato e misura un rate di radiazione costante

dato dall’eq. (222]).

2.3.3 Osservatore sostenuto, carica sostenuta

Axel: bene, ora restiamo tutti qui nel sistema di riferimento “sostenuto” e
vediamo se la carica irradia.

Beatrice: certo che irradia! Non ¢ quello che ho appena misurato? R =
(2/3)e?g?! Pero ...mi sembrerebbe un po’ strano che una carica
ferma qui vicino a me emetta radiazione!

Azel: ti vedo dubbiosa! Facciamo la prova, e vediamo cosa succede!

8T campi ([Z20) con questa restrizione sono noti come soluzione di Schott: nel calcolo
originale, Born “dimentica” apparentemente di imporre la condizione di causalita.
9Se ne sono resi conto Bondi e Gold nel 1955.
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Il sistema di riferimento degli osservatori “sostenuti” nel CGSO non & ovvia-
mente un sistema di riferimento inerziale (per vederlo ¢ sufficiente considerare
la forma della trasformazione di coordinate (2.19))); la formulazione dell’elet-
tromagnetismo in un CGSO dovra pertanto passare attraverso le equazioni di
Maxwell general-covarianti

gV, Vy A¢ = —4mj°,

2.23
V,A* = 0; ( )

V, indica qui la derivata covariante, la cui espressione nelle coordinate del
CGSO dipende in modo complicato dalla scelta di u(z). Tuttavia, non c’e
bisogno di risolvere le equazioni (2.23)): possiamo ottenere il campo della ca-
rica “sostenuta”’ a partire dal campo (2.20)) riferito al sistema dell’ascensore,
utilizzando la trasformazione (2.19)). Il risultato & [Rohrlich 1963]

E, =0,

E. =g(Z'Es,—t'Hy),
E. =g 'uwu/E,

Hy, =H,=H,=0.

(2.24)

Dato che il campo magnetico si annulla dappertuttc@ in modo indipendente
da u, una carica sostenuta in un CGSO non emette radiazione: R = 0. Questo
risultato e perfettamente consistente con la conclusione che la radiazione non ¢
nulla nel sistema di riferimento inerziale dell’ascensore, perché il criterio di sez.
2.1 ¢ invariante per trasformazioni di Lorentz, ma non per la trasformazione
@I

Le eq. (224) descrivono un campo di Coulomb distorto in modo dipendente
dalla scelta di u(z): se con R indichiamo la componente radiale “tridimensio-
nale” (R? = r? + 2?),

e

P sy TS ey

(2.26)

10A differenza dell’argomento di Pauli per I'esperimento n. 2, qui il campo magnetico si
annulla identicamente in tutti i punti dello stesso sistema di riferimento inerziale.

" Una certa confusione & ingenerata dal fatto che le equazioni di Maxwell (e quindi anche il
nostro criterio per 'emissione di radiazione) sono invarianti per il gruppo a 15 parametri delle
trasformazioni conformi, che comprende, oltre al gruppo di Poincaré, la dilatazione =" — Ax*
e la “trasformazione di accelerazione”

“ t — atr%x,

x (2.25)

1—2a%zq + a®anxPrs’
11 gruppo conforme ¢ il piu largo gruppo di trasformazioni che porta moti uniformemente ac-
celerati (caratterizzati dall’eq. (I93)) in altri moti uniformemente accelerati, ma non contiene
la trasformazione ([ZI9]) tra un sistema inerziale e un CGSO. Le trasformazioni conformi non
comprese nel gruppo di Poincaré, infatti, trasformano la metrica di Lorentz in una metrica
non statica.

E pertanto sbagliato concludere che I'invarianza delle equazioni di Maxwell per trasfor-
mazioni conformi implica che una carica “sostenuta” in un CGSO debba necessariamente
irradiare.
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che si riduce all’usuale espressione e/R? per ’elemento di linea di Kottler-
Whittaker (u? = 1+ 2gz). La correzione per u diversi ¢ dell’ordine di gz/c? ed
¢ troppo piccola per essere osservabile per le accelerazioni gravitazionali che si
incontrano di solito.

Nel terzo esperimento (osservatore e carica entrambi “sostenuti”)
l'osservatore non misura alcuna radiazione: la carica da origine a
un campo elettrico di Coulomb distorto.

2.3.4 Osservatore sostenuto, carica free-falling

Azel:

Beatrice:

Azel:

Beatrice:

Azel:

Beatrice:
Azel:

ecco 'ultimo esperimento, quello che inizialmente ti aveva turbato.

eh, si! Vediamo se riesco a predirne I’esito. Nel sistema di riferimento
in caduta libera dell’ascensore la carica ¢ a riposo e quindi non emette
radiazione. . .

si: e il risultato del primo dei nostri esperimenti.

d’altronde, dato che ci troviamo in un sistema di riferimento non
inerziale, per noi il rate R calcolato nell’ascensore non € significativo.
Beh, possiamo sempre scegliere un u(z), risolvere l'eq. (2.16]) per la
traiettoria della carica in caduta libera e infine utilizzare le eq. (2.23))
per calcolare il campo dal nostro punto di vista.

Troppo difficile! Visto che conosciamo il campo di una carica ferma in
un sistema inerziale (¢ puro Coulomb), possiamo utilizzare ancora la
trasformazione ([2.19) per ottenere il campo nel sistema “sostenuto”.
facciamolo!

c’e chi I'ha fatt: imponendo esplicitamente la condizione di causa-
lita, si trova che dal punto di vista del nostro sistema di riferimento
c’e effettivamente radiazione.

Nel quarto esperimento (osservatore “sostenuto” e carica free-
falling) l'osservatore osserva la carica svolgere un moto accelera-
to (in generale non uniformemente), e misura l’emissione di una
radiazione la cui forma dipende dalla scelta della metrica CGSO.

2.4 La questione dell’energia

Beatrice:

Azel:

torniamo ai miei dubbi sul principio di equivalenza. Quello che mi
preoccupava era che I’emissione di energia facesse rallentare la carica
in caduta libera, cosicché il suo moto sarebbe stato diverso da quello
di una test-particle neutra.

bene, mi sembra che il risultato di quest’ultimo esperimento dimostri
con chiarezza che assumere il principio di equivalenza forte per le
particelle cariche non porta a nessuna contraddizione. Se ci pensi, il
sistema di riferimento appropriato per fare considerazioni sull’energia

128i vedano [Rosen 1962] e [Rohrlich 1963] nota 11].
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¢ quello inerziale (& 1i che si scrivono le equazioni, come quella di
Lorentz-Dirac, che legano la dinamica della carica all’emissione di una
radiazione elettromagnetica). Nel loro sistema inerziale, le particelle
in caduta libera sono in quiete: non c’e radiazione, e dunque nessuna
perdita di energia.

Beatrice: si! Pero allora non capisco da dove viene ’energia misurata dall’os-
servatore “sostenuto”!

Azxel: questa & una domanda interessante! Prima di risponderti, ti propongo
un problema piu semplice (cosi vediamo se hai studiato bene): da
dove viene l’energia misurata dall’osservatore inerziale nel secondo
esperimento?

2.4.1 La domanda di Axel: il bilancio dell’energia nel secondo
esperimento

Poniamoci nel sistema inerziale dell’ascensore, e consideriamo il bilancio di ener-
gia di una carica classica costretta a compiere un moto uniformemente accelerato
dalla “forza” esercitata verso l’alto dal pavimento del salotto di Axel. Abbiamo
bisogno di un’equazione del moto per la carica: in questo lavoro accetteremo
senza discuterla [’equazione di Lorentz—Dim,
wo_ i 124 2 2(-p «a w
ma' = Fl +eF"u, + 3¢ (a" —a%aqut), (2.27)
dove a* e @* sono la prima e la seconda derivata della 4-velocita u* della carica
rispetto al suo tempo proprio; F/,, ¢ un campo di forza esterno di natura non
elettromagnetica, e Fl’:l” e il campo elettromagnetico entrante, cioé non dovuto
alla carica (lo porremo a 0).
Il termine rimanente, detto vettore di Abraham T'*, & composto da una parte,

—(2/3)e*(a%ap)u” = —Ru, (2.28)

che si puo interpretare come la perdita di energia cinetica della carica dovuta
all’emissione di radiazione (reazione di radiazione); e dal termine di Schott
(2/3)e2a* che ha un significato fisico pitt oscuro ed & responsabile del fenomeno
della pre-accelerazione (ovvero della non localita dell’eq. (2.27])).

Il moto iperbolico ¢ molto particolare perché ha un vettore di Abraham
sempre nullg'4: apparentemente, pertanto, la forza Fgct viene convertita inte-
ramente in energia cinetica. Ma allora da dove proviene l’energia irradiata?

Questo paradosso si puo risolvere soltanto ragionando sulla circostanza che
il moto iperbolico alla Pauli descrive la situazione poco “fisica” di una carica che
proviene da z’ — —oo e tende a 2/ — 400 alla velocita limite della luce: questi

limiti sono inconsistenti con le condizioni che si assumono solitamente quando

131,a teoria classica della particelle cariche & un argomento difficile e pieno di sottigliezze:
in particolare il concetto di “particella puntiforme” porta a inconsistenze risolvibili soltanto
con assunzioni ad hoc o con un trattamento semi-fenomenologico. Si veda [Rohrlich 1965] per
una parziale discussione.

14Ce ne si pud convincere considerando le eq. (LB1) per c2 = 0: a & parallelo a u, con un
coefficiente di proporzionalitd dato da ¢?, ovvero dal modulo quadro dell’accelerazione.
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si deriva ’equazione di Lorentz-Dirac a partire dalle equazioni di Maxwell e da
considerazioni di conservazione dell’energi.

Consideriamo allora un moto iperbolico “fisico” composto da due tratti di
moto uniforme congiunti (in modo sufficientemente liscio) da un tratto di moto
uniformemente accelerato ’. La reazione di radiazione agisce durante i perio-
di iniziale e finale di accelerazione non uniforme in modo da assicurare che il
lavoro totale compiuto dalla “causa” che accelera la carica sia uguale alla som-
ma dell’energia cinetica guadagnata dalla carica e dell’energia elettromagnetica
irradiata all’infinito.

Beatrice: se non ho sbagliato qualcosa, quindi, I’energia che ho misurato nel se-
condo esperimento proviene dal pavimento del tuo soggiorno, che I’ha
fornita. .. nell’istante in cui c¢i ho appoggiato (ma mi ¢ piu semplice
pensare “lasciato cadere”) la carical

Azel: si! In effetti, pero, la mia casa ¢ un sistema fisico un po’ troppo
complicato per ragionare bene su queste cose. Immaginati invece
di essere nello spazio (con la tua tuta), in caduta libera attraverso
un CGSO. Di fianco ci sono io, e tengo in mano la carica. Ad un
certo momento accendo i miei retrorazzi, che “sostengono” me e la
carica nel campo gravitazionale. Da quell’istante inizia ’emissione
radiativa.

Beatrice: ma come puo il tuo retrorazzo fornire tutta l’energia che la carica
emettera solo in seguito? Come puo insomma sapere esattamente
quanto durera il moto accelerato?

Proviamo a investigare questa difficolta integrando il quadrimomento totale
fornito dalla forza esterna F’, per il nostro moto iperbolico “fisico”. Ponia-
mo che il moto uniformemente accelerato avvenga tra i tempi propri 71 e To.
Supponiamo poi con [Tagliavini 1991] che la transizione dal moto uniforme al
moto uniformemente accelerato avvenga durante i brevi intervalli (77 — 071, 71),
(12,79 4 675). E chiaro che @ (e con lei il termine di Schott del vettore di
Abraham) diventa arbitrariamente grande per 671 e 07 sufficientemente piccoli.
Allora,

T2+672 T2+672 )
Fh dr = ma* — Ze2(a* — a“aqut) | dr =
T T 3

1—071 1—071

1 2 24072 9
=m (u(r2) —ut(m)) — / Ze2at dr — / §e2au dr — (2:29)

T1—0T1 o

= m (u"(rg) — u(m)) + 262 (@ (r2) = (1)),

5Vedi [Rohrlich 1965].

16 interessante notare che la § di Dirac necessaria alla soluzione di Schott per soddisfare
le equazioni di Maxwell anche sull’orizzonte z + ¢t = 0 puo essere ottenuta considerando
il limite di questo moto iperbolico “fisico” per tratti di moto uniforme che recedono verso
Iinfinito con velocita sempre piu vicine a c¢. In questo limite il campo di Coulomb del moto
uniforme “entrante” viene “compresso” sulla superficie z +t = 0: per velocita tendenti a ¢, i
boosts di Lorentz tendono infatti a una trasformazione singolare che mappa lo spazio-tempo
di Minkowski sul cono di luce nell’origine.



2.4. LA QUESTIONE DELL’ENERGIA 61

dove abbiamo tenuto conto del fatto che il vettore di Abraham si annulla
nel tratto uniformemente accelerato, e abbiamo considerato soltanto il termi-
ne (dominante) di Schott negli intervalli di accelerazione non costante. Ora,
il quadrimomento totale emesso come radiazione elettromagnetica nel tratto
uniformemente accelerato ¢ dato da

T2 T2 2
/ —Rutdr = / —eQ(aO‘aa)u“dT =
T1 T1 3
(2.30)

— / "2 2.0 _ 2 2 .
= —e“aldr = =e® (at'(m2) — a’(my)) :
n 3 3
pertanto durante gli intervalli iniziale e finale di accelerazione mon uniforme,
la forza esterna fornisce esattamente il lavoro necessario per la variazione del-
l’energia cinetica della carica e per tutta la radiazione elettromagnetica emessa
durante il moto uniformemente accelerato. Questa circostanza puod apparire
sospetta: come puo un lavoro concentrato all’inizio e alla fine del moto iper-
bolico bilanciare un’emissione costante avvenuta durante tutto l’intervallo di
accelerazione uniforme?

La risposta ci viene dalla considerazione che la quadricorrente associata al
trasporto di energia elettromagnetica € sempre conservata. Il flusso costante di
energia attraverso le superfici time-like Ao sulle quali si integra R deve percio
avvenire a spese dell’energia del campo elettromagnetico nella regione vicina
alla carica, che si comporta effettivamente come un reservoir infinitd"] (lo chia-
meremo ©). Cedendo energia, © si allontana progressivamente dalla forma di
campo puro di velocita che avrebbe intorno a una carica in moto uniforme;
quando il moto iperbolico cessa, la forza esterna dovra fornire (in modo presso-
ché impulsivo) tutta lenergia necessaria per ripristinare la struttura originaria

di ©.

2.4.2 La domanda di Beatrice: il bilancio dell’energia nel quar-
to esperimento

Esaminiamo ora ’esperimento in cui il detector & “sostenuto” nel CGSO, mentre
la carica cade liberamente nell’ascensore. E chiaro che la radiazione misurata
dal Topo non puo essere emessa a spese dell’energia cinetica della carica, che si
muove di moto uniforme in un sistema inerziale. L’energia deve invece provenire
ancora una volta dalla “causa fisica” che “sostiene” il Topo nel CGSO: oltre
alla forza necessaria per mantenere il Topo su una traiettoria non geodetica,
questa dovra agire per compensare la “spinta”’ dovuta al momento trasportato
dal campo elettromagnetico.

Vorremmo che il lettore notasse la somiglianza tra il quarto esperimento e
leffetto Unruh presentato nel cap. [I} in entrambi i casi consideriamo un siste-
ma inerziale caratterizzato da uno stato apparentemente “non dinamico”: lo
stato di vuoto del campo quantistico, oppure un campo puramente elettrosta-
tico di Coulomb. Istintivamente, siamo portati a concludere che non ci sono
“particelle” quantistiche né “radiazione” elettromagnetica.

17Come per il campo di Coulomb, l’energia del campo diverge avvicinandosi alla sorgente
puntiforme.
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Tuttavia, gli appropriati detectors in moto uniformemente accelerato rileva-
no un bagno termico di “particelle” quantistiche nello stato di vuoto del campo,
e una radiazione elettromagnetica classica non nulla “emessa” da una carica che
rimane comunque inerziale. Non c¢’¢ nessuna contraddizione: le diverse osser-
vazioni riflettono definizioni diverse dei concetti di “particella” e “radiazione”,
invarianti per trasformazioni di Poincaré, ma non per la trasformazione che por-
ta da un sistema inerziale nel sistema di coordinate naturale di un osservatore
accelerato.

2.4.3 1l principio di equivalenza per le particelle cariche

Beatrice: bene, sono soddisfatta. I nostri risultati non danno adito a dubbi: le
particelle cariche rispettano il principio di equivalenza forte!

Azel: un attimo, chi ha detto questo?
Beatrice: beh, un po’ tutta la discussione di questo capitolo. ..

Azel: ...che era incentrata sul caso di campi gravitazionali statici e omoge-
nei, e soprattutto piatti. In assenza di curvatura (cioe per i cosiddetti
campi gravitazionali apparenti) la struttura dello spazio-tempo & an-
cora sostanzialmente quella special-relativistica, ed & sufficiente porsi
nei sistemi inerziali di caduta libera per ritrovare i risultati familiari
(se uno si ostina comunque a descrivere le cose dal punto di vista
non inerziale, trova dei risultati che possono sembrargli strani, ma
che sono comunque giusti). Se tuttavia lo spazio-tempo fosse curvo,
avremmo dei problemi a estendere ’equazione di Lorentz-Dirac!

[DeWitt e Brehme 1960] e [Rohrlich 1965] cercano di ricavare un’equazione ge-
neral-relativistica per il moto di una particella carica classica in uno spazio-
tempo curvo, generalizzando 1’azione elettromagnetica e procedendo in modo
covariante. Ottengono cosi un’equazione analoga a quella di Lorentz-Dirac,

mal = Fl 4+ Fl +T" + ¢, (2.31)

dove pero a* ¢ la derivata covariante della quadrivelocita,

M:ﬁf+wwww, (2.32)
dr
e il termine aggiuntivo ¢* puo essere visto come una manifestazione della curva-
tura dello spazio-tempo. ¢* ¢ legato in modo complicato al tensore di Riemann,
ma soprattutto dipende dall’intera traiettoria della particella e introduce un
elemento non-locale nell’equazione.

Fisicamente, si puo pensare che i “bumps” dello spazio curvo provochino
una certa “diffusione” del campo elettromagnetico della carica; la reazione di
radiazione viene allora a dipendere dal cammino che la carica intraprende tra i
“bumps”. Lanatura curva dello spazio-tempo non si manifesta percio attraverso
un accoppiamento esplicito con il campo gravitazionale, ma solo per mezzo di
una reazione di radiazione “emhanced”. Questo d’altronde ¢ consistente con il
carattere “geometrodinamico” di tutta la relativita generale.
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Ora, per particelle cariche 'eq. (231]) non é soddisfatta dalla geodetica a* =
0, nemmeno se Fl‘r‘ll’ = 0. Quindi una particella carica non sequira la stessa
traiettoria di una particella neutra in un campo gravitazionale reale.

Beatrice: oh, che peccato! Vuol dire che Einstein ha sbagliato!

Azel: come per tante altre domande importanti della fisica, la risposta giu-
sta ¢ “chi lo sa?”. E corretto estrapolare I’equazione di Dirac-Lorentz
agli spazio-tempo curvi? Che dire del fatto che in questo modo non
si permette all’energia elettromagnetica generata dalla carica di agire
come sorgente della curvatura dello spazio-tempo? (in termini tecnici,
si sopprime la back-reaction).

Beatrice: forse una teoria unificata che tenga conto anche di quello potreb-
be mettere a posto le cose. .. Pero c’e¢ qualcosa che non capisco: chi
ha detto che Daffermazione globale “tutte le test-particles, cariche
0 meno, seguono curve geodetiche” sia esattamente equiparabile al-
la formulazione del principio di equivalenza che abbiamo dato in sez.
2.31] che parla invece di “intorni spazio-temporali abbastanza piccoli”
(rispetto alla curvatura)?

Azxel: in parte, hai ragione. Il modo in cui si pone usualmente la questione
¢ un po’ fuorviante: tuttavia, tieni conto che il termine ¢* ha una na-
tura non-locale dipendente da tutta la world-line della particella; se
anche si potesse eliminarlo con una trasformazione di coordinate loca-
le, recuperando cosi I’equazione di Lorentz-Dirac special-relativistica,
ci troveremmo nella situazione infelice di dover considerare sistemi
inerziali di caduta libera diversi per particelle cariche e neutre che si
trovano nello stesso punto dello spazio-tempo!

Beatrice: oh, insomma! Qual ¢ la soluzione?

Axel: la soluzione e accontentarsi di rilevare che la descrizione di Lorentz-
Dirac delle particelle classiche cariche € apparentemente incompati-
bile con la teoria della relativita generale (che esige il principio di
equivalenza forte). Puo darsi che una maggiore armonia si possa
trovare con una descrizione di livello piu profondo, magari quantiz-
zando il campo elettromagnetico e i campi di materia, e forse anche
la geometria dello spazio-tempo!

Beatrice: oomph! Abbiamo iniziato questo capitolo ponendoci una domanda.
Eccoci alla fine: a quella domanda abbiamo risposto, ma quante altre
ne abbiamo trovate!

Azel: questa ¢ la fisica, Bea!
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Capitolo 3

Teoria quantistica dei campi
in uno spazio-tempo curvo

Di fronte al successo delle due grandi teorie sviluppate in questo secolo, la teoria
quantistica dei campi e la teoria della relativita generale, ¢ immediato porsi
il problema di formulare una teoria unificata, quantizzando insieme il campo
gravitazionale (cioe la metrica) e i campi di materia che compaiono, attraverso il
tensore di energia-impulso Ty, nel termine di destra delle equazioni di Einstein,

Gap = 87Ty (3.1)

Questo ¢ indubbiamente un obiettivo molto difficile, perché la teoria quantistica
special-relativistica dei campi ¢ fortemente basata sulla presenza della struttura
metrica e causale di Minkowski come oggetto assoluto, dato a priori; in una
teoria quantistica unificata, invece, la metrica diventerebbe un operatore quan-
tistico quasi alla pari con i campi di materia, e la struttura metrica dello spazio-
tempo sarebbe disponibile soltanto a posteriori come valore di aspettazione su
uno stato.

Come primo passo meno ambizioso si puo formulare la teoria quantistica
dei campi in uno spazio-tempo curvo, costruita a partire da un’azione classica
definita su una varieta metrica di background data a prior, che governa la
dinamica e causalita dei campi quantistici senza che questi possano influenzarla
a loro volta. Questo ¢ un tradimento esplicito dello spirito della relativita
generale, secondo la quale i campi di materia si muovono sullo sfondo del campo
metrico e ne sono contemporaneamente la sorgente.

La curvatura dello spazio-tempo dovuta alla presenza di materia (detta
back-reaction della materia sulla metrica) ¢ permessa in modo limitato nella
teoria semiclassica, in cui la metrica resta un campo classico e come sorgente
nell’equazione di Einstein si prende il valore di aspettazione del operatore di
energia-impulso dei campi quantistici di materia:

A

Gap = 87T<Tab>; (32)

n generale si richiede che la metrica di background sia una soluzione dell’equazione di
Einstein, ma molti dei risultati che presenteremo sono indipendenti da questa assunzione.
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Figura 3.1: La nostra eroina, impegnata nello studio della teoria del campi

ci si aspetta che la teoria semiclassica sia valida quando la dispersione relativa
AT,/ <Tab> del tensore energia-impulso associato con il campo quantistico e
trascurabile, e le curvature sono piccole rispetto alla scala di Planck; (T ub) Si
comporta allora approssimativamente come una sorgente classica.

In questo capitolo ci proponiamo di studiare la teoria dei campi in spazio-
tempo di background curvi, nella sintesi che [Wald 1994] da di un intenso lavoro
teorico in cui sono stati impegnati molti fisici a partire dai primi anni ’70. In
sez. Bl riesamineremo brevemente le teorie di campo special-relativistiche per
evidenziare quali aspetti nella loro formulazione siano da considerarsi essenziali
in vista di una generalizzazione agli spazio-tempo curvi e quali invece dipendano
dalla particolare simmetria dello spazio-tempo di Minkowski. In sez. e
definiremo la teoria quantistica dei campi in uno spazio-tempo curvo, eviden-
ziando in particolare come i problemi legati alla definizione delle “particelle”,
che gia ci disturbavano nel quadro della relativita speciale, ricompaiano con
rinnovato vigore.

La teoria dei campi in uno spazio-tempo curvo soffre perd di un problema
piu grave: in breve, la realizzazione delle relazioni di commutazione canoniche
su uno spazio di Hilbert non definisce un’unica teoria, ma infinite teorie unita-
riamente inequivalenti, senza che sussista alcun motivo fisico per preferirne una
rispetto alle altre. La risoluzione di questo problema (essenzialmente basato
sulla considerazione di tutte queste teorie insieme) ¢ l'obiettivo dell’algebraic
approach di Haag e Kastler, presentato in sez.

Un prodotto estremamente utile di questa discussione & un’espressione for-
male per gli elementi delle “matrice S” costruita tra due diverse rappresenta-
zioni unitarie di una teoria dei campi, che generalizza, ad esempio, la trasfor-
mazione di Bogoliubov tra la base di “particelle” di Beatrice e quella di Axel
(sez. [L2.3). Questo ci permettera in sez. [3.4] di definire un effetto Unruh negli
spazio-tempo curvi, preparando cosi la strada allo studio dell’effetto Hawking,
oggetto (tra le altre cose) del cap. [

Possiamo cominciare. Purtroppo, in questo capitolo e in particolare nella
sez. [31], 'esposizione diventera molto astratta e piuttosto noiosa. Beatrice ha
trovato in soffitta un pesante tomo pieno di formule e di polvere: presumi-
bilmente, un residuo degli studi di Axel (fig. B1]); Pargomento, pero, sembra
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pertinente ai suoi esperimenti con i Topi. .. Iniziamo dunque a leggere!

3.1 Fisica polverosa: “Della teoria quantistica dei
campi nello spazio-tempo di Minkowski”

Dove ci si giustifica con il lettore per la scelta di quantizzar canomni-
camente.

Precisiamo innanzitutto che per “teoria quantistica dei campi” intendiamo una
teoria ottenuta dalla quantizzazione canonica di una teoria di campo classica.
Entrambi i termini, “quantizzazione” e “canonica’, meritano un commento.

Perché quantizzare una teoria classica? Bene, ¢ vero che ¢ possibile definire
una teoria quantistica ex movo, senza quantizzazione, ma la teoria dei campi
special-relativistica e assurta ai fasti del modello standard basandosi largamente
sul principio di corrispondenza; appare allora ragionevole mantenere questa
impostazione anche nell’estenderla ai backgrounds curvi.

Perché, pero, quantizzare canonicamente? Perché questo e il metodo di
quantizzazione piu semplice, e quello con cui gli autori sono piu familiari! Inol-
tre, mentre puo essere necessario ricorrere alla quantizzazione funzionale per
trattare i campi interagent: negli spazio-tempo curvi, per i campi liberi la
quantizzazione canonica sembra offrire piu insight, anche se rende necessario
considerare separatamente il problema della covarianza della teoria.

Seguiamo dunque la procedura di quantizzazione canonica di un generico
campo classico lineare (ovvero la cui hamiltoniana ha termini al pit quadratici
nelle variabili di campo e nei momenti coniugati; 1’equazione d’onda risulta
essere lineare e il campo viene detto libero). Assumiamo inoltre (senza perdita
di generalita) che il campo sia scalare e che segua la statistica di Bose-Einstein?.

3.1.1 Formulazione hamiltoniana delle teorie di campo classiche

Dovwe si parla al lettore di variabili coniugate, di equazion: di Hamil-
ton e della possibilita di dare nello spazio delle fasi una formulazio-
ne geometrica del problema del moto grazie agli uffici della 2-forma
simplettica.

Consideriamo la teoria classica nella formulazione hamiltoniana: scelto un par-
ticolare tempo coordinato t, lo spazio delle configurazioni G & lo spazio delle
funzioni qﬁo(:ci) lisce e a supporto compatto su una ipersuperficie spaziale t = t
dello spazio di Minkowski; G e dotato in modo naturale della struttura di spazio
lineare infinito-dimensionale.

Una storia ¢(z*,t) ¢ una funzione da R in G che descrive I’evoluzione tem-
porale del campo; le soluzioni del sistema sono le storie che rendono stazionaria

21l carattere scalare del campo implica solo la soppressione di alcuni indici che potremo
eventualmente rimettere a posto alle fine; per quanto riguarda i sistemi fermionici, si dovranno
affrontare le solite questioni di segno e (anti-) commutazione. Per i campi di gauge, infine. .. &
davvero necessario un po’ di lavoro aggiuntivo non banale.
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’azione
5= / i di Lo 1), oo, 1)), (3.3)

dove L ¢ la densita di lagrangiana. Le soluzioni sono date dall’equazione di

Eulero-Lagrange
gL oL

otsf o
Si definisce ora il momento coniugato w(x',t) = 6L/5¢(z",t); dato che esprime
una sorta di “differenziale infinito dimensionale” di L, per ogni configurazione
¢o(z") del campo il momento my(z*) sta nello spazio cotangente a G in ¢g(z?),
T*Gg,- ) .

La trasformata di Legendre di L, H[p,n] = w¢ — L[, @] viene a dipendere
soltanto da ¢ e da 7, ed & detta densita di hamiltoniana. Lo stesso principio
variazionale .5 = 0 che abbiamo utilizzato per derivare I'’equazione di Eulero-
Lagrange da origine se scritto nei termini di H alle equazioni di Hamilton:

(3.4)

. 0K

qb: gv

o (3.5)
™ = —%

Una volta scelte le condizioni iniziali (cio¢ i dati del campo (¢o(x?), mo(2%)),
che indicheremo sinteticamente con ®g(z*)) a un tempo t, le equazioni di Ha-
milton determinano unicamente il comportamento della soluzione ®(z°,t) =
(p(at,t), m(x?,t)) che corrisponde a quei dati iniziali (ovvero tale che ®(z¢,ty) =
Pg(z")). , ,

Visto che ¢g(z") e mp(z') determinano un punto del cotangent bundle I' =
T*G (detto spazio delle fasi), il problema del moto del sistema ¢ equivalente
alla ricerca della traiettoria nello spazio delle fasi del punto che all’istante ¢g si
trova in ®¢ e la cui velocita ¢ data a ogni istante dalle eq. (3.0). Le equazioni
di Hamilton si possono scrivere in modo piu sintetico (e geometrico!) per ® se
si definisce la 2-forma simplettica

Qu: T'T x T*T — R,
Qsbs — Qorbr —
Qesar — 1,

Qoo — 1,

(3.6)

dove gli indici latini a, b descrivono una base dello spazio delle fasi I', e sono dati
dagli indici ag, by relativi allo spazio delle configurazioni G, insieme agli indici
ar, by associati alle coordinate “canoniche” degli spazi cotangent. Si noti che
non abbiamo definito le componenti di g5, ma della sua inversa Q% tale che
Q%Q,, = 1. In modo forse piu familiare, si pud scrivere

Q=) dd, Add,,. (3.7)

a¢,an

3 Attenzione! Quando scriviamo, ad esempio, 2%?" intendiamo 1’elemento corrispondente
a un grado di liberta di ¢ e al corrispondente grado di liberta di 7, ovvero la derivata funzionale
di £ rispetto alla variazione di ¢ nella “direzione” ag.
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Le traiettorie in I' corrispondenti al moto del sistema sono ora date dalle curve
integrali di
P = QPPH. (3.8)

Questa equazione riassume le ([3.5), ma in pitt permette di ottenere il moto
del sistema dinamico nello spazio delle fasi in modo puramente geometrico,
senza nessuna distinzione tra il ruolo di ¢ e m, definendo {2 semplicemente
come una qualsiasi 2-forma non degenere e chiusa. La liberta che allora si ha
nel coordinatizzare I' corrisponde alla possibilita di effettuare trasformazioni
canoniche sulle variabili ¢ e .

3.1.2 Teorie di campo lineari

Dove ci si abitua ai lussi della linearita, ovvero all’isomorfismo tra
soluzioni e condizioni iniziali, e all’esistenza di una grandezza con-
servata tra coppie di soluzioni, che appelliamo prodotto simplettico.

Le ipotesi che di solito si associano con i sistemsi dinamici lineari sono due: che
lo spazio delle configurazioni G sia uno spazio vettoriale e che 'hamiltoniana
sia una funzione al pit quadratica delle variabili dinamiche. Per i campi, la
definizione di § come uno spazio di funzioni sullo spazio di Minkowski verifica
automaticamente la prima ipotesi; ne segue che in ogni punto di I" sara possibile
identificare lo spazio cotangente T*I'g con lo stesso I', e dunque per ogni coppia
di punti di T’ la 2-forma simplettica definisce una struttura simplettic

Qup: T'xT —R. (3.9)

La seconda ipotesi, come abbiamo detto, ¢ che H sia una funzione al piu quadra-
tica dei dati del campo ®. Ne segue che le equazioni di Hamilton sono lineari:
cio significa che la combinazione lineare di due soluzioni € ancora soluzione, ma
anche che la soluzione corrispondente ai dati iniziali ®;(x%) + ®5(2?) & proprio
®q (2%, t) + ®o(2',t). Lo spazio 8 delle soluzioni ¢ dunque uno spazio lineare
isomorfo allo spazio delle condizioni iniziali I'!

La struttura simplettica si presta allora a essere definita anche sul prodotto
di spazi lineari 8 x 8: dimostreremo ora che questa estensione non dipende
dal tempo ty in cui si identificano 8§ e I', ovvero in cui i punti di I" vengono
presi come dati iniziali delle soluzioni di 8. Equivalentemente, vedremo che il
prodotto simplettico di soluzioni

Q(®q (2%, 1), Po(z?,1)) = Qup(P1 (2, 1)) (Do (a?, 1)), (3.10)

non dipende dal tempo (con un abuso di notazione, per (®;(z%,¢))® intendiamo
I'elemento di I' corrispondente alla soluzione ®;(x%,t) al tempo t).

Senza perdita di generalita possiamo riassorbire in una ridefinizione di @ i
termini di grado inferiore al secondo:

1
amb.
H[P] = 5 K@% (3.11)
4Si noti che la forma simplettica & una funzione definita da 7T x T*T in R, cio¢ agisce
contemporaneamente sugli spazi cotangenti di tuttii punti di I', mentre la struttura simplettica
corrisponde all’azione in un solo punto T"T's X T"T'e X T' x I' — R.
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visto che la parte antisimmetrica si cancella comunque, K, si puo considerare
simmetrico. Scriviamo ora esplicitamente la derivata di Q(®;(¢), ®2(t)):
d d
—Q(D1(t), Pa(t)) = — Ny PIDS =
S0(81(1), @(1)) = 0w
= Qup(D9D4 + 01 PY) =

(3.12)
= Qu [(Q%K 409 Bh + 04K, ;)| =

= — Ky ®IPh + K, did) = 0.

dove tra la seconda e la terza riga si sono utilizzate 1'eq. del moto ([B.8) e la de-
finizione dell’hamiltoniana quadratica (3.11]), e per ottenere il risultato finale si
sono sfruttate la definizione di forma simplettica inversa e la sua antisimmetria.

Ripristinando la distinzione tra ¢ e m, si puo ottenere un’espressione piu
familiare per il prodotto simplettico di soluzioni:

Q((¢1,m1), (92, m2)) = /t_ dPx [m(a’, ) da (2’ t) — ma(a’ t)gr(a",1)] .
o (3.13)

3.1.3 Alla ricerca delle relazioni di commutazione

Dove si € introdotti alle algebre di osservabili classiche, e alla loro
imitazione quantistica (trovar la quale vuol dire quantizzar!)

Le meraviglie della 2-forma simplettica non sono ancora finite: I'insieme delle
osservabili (ovvero delle funzioni reali f su I', eventualmente dipendenti dal
tempo) ha una struttura naturale di spazio vettoriale; {2 permette di aggiungere
a questa la struttura di algebra generata dalle parentes: di Poisson

{f1, f2} = QVu iV fo. (3.14)

L’algebra delle osservabili codifica tutte le informazioni sulla dinamica del si-
stema. In particolare, anche le eq. di Hamilton (B.8]) possono essere espresse
con le parentesi di Poisson:

%(I)M = (O, K} ; (3.15)

si noti pero che abbiamo dovuto ricorrere all’espediente un po’ di maldestro di
scrivere ’equazione per le componenti di ® in una particolare base di vettori;
questo perché come osservabili abbiamo bisogno di funzioni da I' in R.

L’idea base della quantizzazion ¢ di trasferire nel sistema quantistico l’in-
formazione contenuta mell’algebra di osservabili classiche, dandone una rap-
presentazione come algebra di commutazione di operatori autoaggiunti su uno
spazio di Hilbert.

5Secondo l'impostazione algebrica di Dirac; il programma di quantizzazione intrinse-
ca cerca di dare alla procedura di quantizzazione una fondazione piu trasparente basa-
ta sulle caratteristiche “geometriche” del sistema dinamico classico; si veda ad esempio
[Onofri e Pauri 1972].
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Piu precisamente, una rappresentazione dell’algebra di osservabili classiche
O e¢unmap p: O — A(F), dove A ¢ lo spazio degli operatori lineari autoaggiunti
su uno spazio di Hilbert [F, tale che Vf,g € O

p{f,9}) = —ilp(f), p(9)] = —i(p(f)p(g) — p(g)p(f))- (3.16)

Il modo in cui si costruisce la rappresentazione & guidato dal principio di corri-
spondenza: visto che tutte le osservabili classiche sono funzioni delle osservabili
fondamentali ¢ e 7, si da una rappresentazione di queste e si costruisce for-
malmente la rappresentazione di tutte le osservabili classiche sostituendo nella
loro espressione p(¢) e p(m) per ¢ e . Non ¢ pero garantito che operatori cosi
costruiti siano autoaggiunti; si puo tentare di assicurarsene seguendo alcune
“regole di ordinamento”, ma in generale ¢ impossibile rappresentare in questo
modo tutta l'algebra O. Ci si accontenta allora di dare una rappresentazione
delle parentesi di Poisson per le osservabili fondamentali:

{qb(l‘zv t)v ¢(y27 t)} =0,
{ﬂ(l‘i,t),ﬂ'(yi,t)} =0, (3.17)
{(;5(.%2, t)? ﬂ(yia t)} = 5(‘TZ - yz)

Qui per ¢(z',t) si intende “I'osservabile data dal valore del campo in z° al-
I'istante t” (che, ben inteso, dipende dal punto di I' in cui si trova il sistema
all’istante t!) Queste equazioni, modellate sulle analoghe relazioni per i sistemi
finito-dimensionali

{d"(t),q" (1)} = {pu(t), p.(t)} = 0,
{d"(@),pu ()} = 0,

sono matematicamente indesiderabili perché implicano lo sviluppo delle varia-
bili di campo (che sono funzioni lisce) sulla base non numerabile delle §(x?).
Potremmo comportarci come per U'eq. ([3.I5]), scrivendo le parentesi di Poisson
per le componenti di ¢ e 7 in una base di funzioni,

{o(t), ¢" (1)} =0,
{ﬂu(t)7 ﬂu(t)} =0, (3'19)
{o"(t), m (t)} = oy,

ma non vogliamo che le relazioni che stanno alla base della nostra teoria quan-
tistica dipendano dalla scelta arbitraria di una base di vettori in I'!

Possiamo trovare un modo piu geometrico per caratterizzare 1’osservabile
fondamentale di “posizione nello spazio delle fasi” senza ricorrere alle com-
ponenti? Si, con l'aiuto della struttura simplettica!l Consideriamo infatti le
osservabili Q(¥,-) : I' — R definite da

(3.18)

QU ) (D) = Q(T, D); (3.20)

ad ogni ¥ € I' corrisponde una diversa osservabile. Per ogni punto ® dello
spazio delle fasi, il valore di tutte le Q(W,-) “etichettate” da ciascuno dei punti
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U € T localizza ® in modo sovrabbondante (per convincersene, basta pensare
che l'insieme delle (¥, -) contiene tutte le “componenti osservabili” in tutte
le possibili basi di vettori: se ad esempio interessa la componente relativa al
vettore di base ¢(®), si puod prendere U = (0, —71(“)), vedi eq. (B.4)).

Quello che stiamo facendo consiste essenzialmente nel caratterizzare un pun-
to di T' (e quindi per isomorfismo una soluzione) con il suo prodotto simplet-
tico con tutte le altre soluzioni. Per quanto abbiamo dimostrato piu sopra, le
osservabili (¥, -) sono intrinsecamente indipendenti dal tempo.

Scriviamo allora le parentesi di Poisson delle Q(W, -):

{QT1,),2(Ts, )} (@) = {QT1, D), Q(T, @)} =
= Q0 (Qea Vi) 0y (e V57) =
= Qg U590, 0 (e V59,87) = (3.21)
= Q0,40 015 WG =
= Qe Vi3 = —Q(Vy, Uy).

Gli argomenti che abbiamo dato sono forse sufficienti a convincerci che e cor-
retto quantizzare costruendo una rappresentazione degli operatori Q(W¥,-); il
loro senso fisico, pero, resta oscuro: perché quantizzare proprio questi prodotti
simplettici di soluzioni classiche? In realta, le Q(W,-) hanno un’interpretazione
molto stringente in termini delle funzioni di campo. Tuttavia, ¢ indispensabile
un po’ di matematica per vederlo.

Prendiamo lo spazio T delle funzioni di prova sullo spazio di Minkowski
(ovvero funzioni infinitamente differenziabili e con supporto compatto). Allora,
a flanco delle soluzioni dell’eq. di Eulero-Lagrange omogenea (B4, si possono
considerare le soluzioni dell’equazione con sorgente

0k _%_y (3.22)

%35 3
ottenibile aggiungendo un termine ¢(z*,¢)f(x% t) alla densita di lagrangiana.
In particolare, indicheremo con Af la soluzione avanzata dell’eq. ([B.22)), ovvero
tale da annullarsi nel futuro del supporto di f, e con Rf la soluzione ritardata
che si annulla nel passato del supportodi f. Ef = Af — Rf & soluzione dell’eq.
omogenea, ¢ gode di due importanti proprietal:

1. F, visto come map lineare E : T — §, ¢ suriettivo, ovvero ET D 8;

2. Vo(z,t) €8, f €T, siha
o(f) = / d'z f( Dol 1) = AES, 6). (3.23)

Quindi tutte le osservabili Q(¥,-) coincidono con gli “smearings” (nello spazio-
tempo) del campo con le funzioni di prova! Possiamo allora senza ulteriori
indugi quantizzare imponendo la relazione

{6(f),0(9)} = {QUES, ), QEg, )} = —QUES, Eg) = /d4ﬂc fEg.  (3.24)

SLa prova, svolta per 'equazione di Klein-Gordon, ma estendibile agli operatori differenziali
corrispondenti in generale all’eq. (B4, si trova in [Wald 1994].
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3.1.4 Costruzione della rappresentazione

Dove si fatica alquanto per trasformar 8 in uno spazio di Hilbert,
e indi farne uno spazio di Fock, ove rappresentare gli operatori di
campo.

Certo, il grosso del lavoro € ancora da fare: dobbiamo cercare un adeguato

spazio di Hilbert F su cui siano definiti gli operatori autoaggiunti ¢(f) (per
ogni f € T) che obbediscono all’algebra di Weyl

8(£).0(9)| = —iEY, Eg). (3.25)

L’idea fondamentale ¢ questa: (1) partire dallo spazio vettoriale 8 delle soluzioni
classiche dell’eq. di Eulero-Lagrange e considerare i raggi di 8 come “stati a una
particella”; (2) trattare ciascuno di questi come un oscillatore armonico libero
implementando un’algebra di costruttori e distruttori e costruendo uno spazio
di Fock; (3) prendere questo come spazio di Hilbert della teoria quantistica e
scrivere gli operatori di campo smeared in funzione dei costruttori e distruttori
in modo da soddisfare I'eq. (8.25]). Vediamo tutto questo in dettaglio.

1. Sebbene 8§ sia uno spazio vettoriale, per essere interpretato come spazio di
stati quantistici esso ha bisogno anche di un prodotto scalare. Il prodot-
to simplettico di soluzioni €2(+,-) ¢ bilineare e non-degenere, ma & anche
antisimmetrico e non definito positivo.

Questi problemi possono essere risolti considerando la complessificazione

8C di 8 e prendendo un sottospazio 8+ di 8 tale che

(a) il prodotto scalare definito da
(P),03) = —iQ(P], ¥y) (3.26)

¢ definito positivo;
(b) 8€ = 8C+ @ 8C+, dove 8C+ ¢ lo spazio complesso com’ugat(ﬂ di 8C+;
(c) 8¢+ & ortogonale a SC+.
Allora il completamento di 8¢+ nella metrica derivata dalla forma sim-

plettica € uno spazio di Hilbert H, che viene preso come spazio degli stati
“a una particella” della teoria quantistica.

Useremo come di consueto le lettere greche minuscole 1, x, ... per deno-
tare i vettori di H.

2. Lo spazio di Fock simmetrico Fg(H) associato allo spazio di Hilbert H &
definito da
Fs(H) = ©520 (25H), (3.27)

SeV = (V, 4+, x) & uno spazio vettoriale su C, dove + rappresenta la somma di vettori e x
il prodotto di un vettore per uno scalare, lo spazio vettoriale complesso coniugato V & definito
da (V,+, X), dove ¢xW¥ = ¢ x ¥. Dato che come per lo spazio duale V* la corrispondenza uno
a uno naturale tra V e V ¢ antilineare, lo spazio complesso coniugato e lo spazio duale sono
isomorfi.
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dove @ indica la somma dzretta@ di spazi di Hilbert, ®g il prodotto tenso-
riale szmmetmczﬂ e con il prodotto di 0 spazi H si intende C.

Un vettore |£) dello spazio di Fock Fg(H) puo essere espresso dalla suc-
cessione

1€) = (€0, &1, 6512, ..., &, .. L), (3.29)
dove § € C, & € H, & € H® H, e cosi via. Tutti gli n-vettori sono
simmetrici per scambi di indici: {214 = @%“1"'“”).

L’ operatore di creazione a'(v)) associato con il vettore ¢ € H & definito
da

al()1€) = (0,9" &0, V2¥ ™ €1, VBY' €57, ), (3.30)
e merita il suo nome perché promuove sistematicamente vettori del sot-
tospazio ®@"H al sottospazio ®@™YH. In modo opposto si comporta
'operatore di distruzione a (1)) associatdd con € H:

a()|€) = (Pl V20aE5", V31, E57% . .). (3.31)

Se 1 loro domini vengono ristretti a vettori |£) di norma finita, si puo veri-
ficare che af(¢y)) = [a(¥))]T, e che creatori e distruttori chiudono un’algebra
di commutazione:

(3.32)

. Vediamo ora come definire gli operatori di campo q?)( f) in funzione di a e af

per soddisfare l'algebra (3.25]): definiamo K : § — H come la restrizione
a 8§ del proiettore ortogonale da 8€ in H; poniamo

o(f) = UES,) = ia(K(Ef)) —ia' (K(Ef)). (3.33)
L’eq. ([B.25) si verifica subito: siano ¥y = Ef, ¥, = Eg; si ha:

(6(0),6(9)| = [ia(KT7) — ial (KW ), ia(KT,) - ial (KW,)
= (KVy, KUg) — (KVy, KVy) =
= —iQET;, KV,) +iQKT, K¥;) = (3.34)
= —iQUKV;+ KUy, KV, + K¥,) =
= _iQ(\I’fv Ty),

dove tra per ottenere il risultato finale abbiamo utilizzato I’antisimmetria
di © e l'ortogonalita delle soluzioni in H e in H.

8La somma diretta di infiniti spazi di Hilbert H; si pud definire come lo spazio di Hilbert

delle successioni {1;} con ¥; € H; e >, |1 * < oo.

°Tl prodotto tensoriale simmetrico di due spazi di Hilbert si pud definire come lo spazio

di Hilbert di tutti i map simmetrici o : Hy x Hy — C tali che se {e!"}, {55.2)} sono basi
ortonormali di H; e Eg, allora

Z|a @V, e?)? < . (3.28)

10F preferibile associare il distruttore con un vettore dello spazio complesso coniugato in
modo che la dipendenza di a dal suo argomento sia lineare e non antilineare.
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3.1.5 Ancora sulla specificazione di H

Dove si seque da vicino [Wald 1994 nel dimostrare (macchinosa-
mente) che “scegliere il sottospazio H C 8C ¢ esattamente equiva-
lente a specificare un prodotto scalare reale p su 8”. Al generoso let-
tore che ritiene di accettare la nostra parola, concediamo di saltare
la sezione a pié pari.

In effetti la costruzione di H che abbiamo presentato non ¢ soddisfacente dal
punto di vista del rigore matematico nel caso di spazi 8 infinito-dimensionali
(come quelli delle teorie di campo); infatti in generale H non sara un sottospazio
di 8€ se 8 non viene prima completato nel prodotto scalare di H. Come si
vede, c’¢ un preoccupante elemento di circolarita nella definizione del prodotto
scalare.

Tuttavia si puo provare che H risulta determinato una wvolta definito un
prodotto scalare reale p su 8 tale che

1 [Q(Ty, Us)]?
U, Uy) =—sup —————+—.
p(t, ) =g w20 (W2, ¥2)
Una volta dato u, consideriamo infatti il completamento §,, nella norma indotta
dal prodotto scalare (U1, Ws) = 2u(V1, ¥s). Per l'eq. (B30), Q2 & limitato su
8, % 8, e dunque per il lemma di Riesz ¢ ben definito 'operatore J : §,, — §,
dato da

(3.35)

Q(\Ifl, \Ifg) = 2,&(\?1, J\IJQ) = (\111, J\Ifg); (336)
dall’antisimmetria di Q segue JT = —.J; ponendo ¥y = JW,, I'eq. (3:35]) implica
che J preserva la norma ed ¢ dunque unitario, J1J = I. Dunque J? = —T e J

dota 8, di una struttura complessa.
Ora complessifichiamo 8, (per linearita complessa) e definiamo il prodotto
scalare complesso su SE come

(W1, Wo) = 2u(¥1, ¥y). (3.37)

Consideriamo ora l'operatore autoaggiunto i.J : SE — SS, i cui soli autovalori
sono =+1; i due autospazi corrispondenti sono uno il complesso coniugato dell’al-
tro e la loro somma & SE. 1l sottospazio H C SE si definisce come 'autospazio
di autovalore +i, e si verifica che soddisfa le proprieta di pag. [73l

Si puo anche dimostrare che la specificazione di uno spazio di Hilbert H che
soddisfa le proprieta di pag. [[3] insieme al map lineare K : § — H, da origine
al prodotto scalare reale

M(\I/l, \112) = Re [—ZQ(K‘Pl, K\Ifg)] (338)
che soddisfa I'eq. (3.35]). Infatti dato che
Im [—iQ(K VU, K¥s)] = —Re [QK Y, KUy)| =

o .
=3 [Q(K‘P1,K‘P2) +Q(K‘IJI’K\I/2)] =

1 . (3.39)
- —59(1@1 L KU, KUy + K\Ilg) -

1
59(\111,\112)
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(dove si & sfruttata 'ortogonalita dei vettori in H e H), si ha
. i
—iQ(Uq, Vo) = pu(¥y, ¥y) — 59(1111,1112). (3.40)
Per la disuguaglianza di Schwarz del prodotto scalare —i€2(-,-), vale

KPR | > [0, W) > [T [~iQ(K Uy, KW)|[2 = 710001, 0)

(3.41)
ma la disuguaglianza puo sempre essere saturata (basta prendere Uy = Wo,
nel qual caso il prodotto scalare —i€(-,-) & puramente reale), e abbiamo cosi

riottenuto 1'eq. (3.35).

3.1.6 Un esempio: il campo di Klein-Gordon

Dove si mostra al lettore che le astruse concuzioni che gli abbiamo
somministrato altro non sono che la buona vecchia teoria dei campi
di Klein-Gordon.

La costruzione che abbiamo presentato puo sembrare piuttosto astratta e priva
del contenuto fisico che di solito si associa con la teoria dei campi (questo ¢
il prezzo per cercare la generalitd!) Vediamo allora come la quantizzazione a
la Bjorken del nostro campo modello (il campo reale di Klein-Gordon) derivi
direttamente dal meccanismo generale.

Densita di lagrangiana ed equazione di Eulero-Lagrange sono date da

L = ()5 (1V6()P +m*p()?), (3.42)
(O —m?)p(z) = 0. (3.43)

Il momento canonico coniugato & 7(z) = ¢(z); il prodotto simplettico di solu-
zioni (eq. (3I3])) non ¢ altro (a meno del fattore —i) che il prodotto scalare di
Klein-Gordon:

—iQ(1 (2", 1), p2(a’, 1) = / d*a' [p1(2', ) Ospa(a’ 1) — pa(a’, t)Opp1 (2", 1)] .

t=cost (344)
Come abbiamo visto in sez. [[L1.5] la costruzione dello spazio di Fock prevede
la scelta di un set di modi su cui viene decomposto 'operatore di campo e che
vengono considerati gradi di liberta indipendenti del campo. I modi soddisfano
tre proprieta:

1. devono essere soluzioni dell’equazione classica del campo (perché lo sia
anche 'operatore ¢, nel senso delle distribuzioni);

2. il set dei modi e dei loro coniugati deve essere completo rispetto a un
prodotto scalare definito nello spazio delle soluzioni classiche;

3. 1 modi devono avere norma positiva rispetto a questo prodotto scalare
(questo € necessario perché le relazioni di commutazione canonica seguano
dall’imposizione dell’algebra dei costruttori e distruttori).
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La scelta di un set di modi a norma positiva equivale esattamente alla speci-
ficazione del sottospazio H C 8C: se come H si prende la chiusura lineare del
set dei modi, allora [F coincidera con lo spazio di Fock ottenuto a partire dallo
stato di vuoto |0) che soddisfa a;|0) = 0 per tutti i distruttori associati al set
di moditl. Nel caso del campo di Klein-Gordon, le soluzioni complesse

1

= 7e—iwkt+ik’ixi 3.45
V= Ty (3.45)

(dove wi, = Vk? + m?) sono una buona scelta? perché non solo hanno norma
positiva, ma hanno anche una frequenza ben definita e positiva rispetto al tempo
t: le 1y, sono percio interpretabili (dal punto di vista degli osservatori inerziali)
come soluzioni “a una particella” di energia wy.

Dimostriamo che la teoria a la Bjorken coincide con la nostra costruzione

“formale” se si sceglie H come la chiusura lineare delle {1, }. I costruttori e di-

struttori “ingenui” ay, e a;i, corrispondono ad a(vy,) e a' (1, ), e la prescrizione
1

3(f) = QUES,") = ia(K(Ef)) —ia (K(Ef)) (3.46)
puo essere ricondotta a

b 1) = / By (e, (2, ) + T (o )ag) (3.47)

prendendo f — d(x) e rappresentando i propagatori A e R sulla base delle
soluzioni “a energia positiva” 1, e “a energia negativa” wki.

E5(:r):0<a>(y,) W (y,z) =
— Oz y)G( z) +0(y° —2)G(y, x) = (3.48)

Ora, si ha
ia(KEé(z)) —ial (KES(2)) =

a { / ks Or, (y)r, (x)} +af { / d*k; 7[’1@-(3/)71)—1%(33)] = (3.49)
_ / Phi [un, (@' 0a(Ti) + By (', )at (03]

il che dimostr I’equivalenza tra le due costruzioni.

1Pili precisamente F coinciderd con il completamento dello spazio degli stati ottenuti
applicando un numero finito di costruttori a |0).

2 Anche se bisognerebbe considerare una base numerabile (e normalizzabile!) di funzioni.
Tuttavia, dalle soluzioni di onda piana & possibile costruire (con il procedimento degli auto-
differenziali) un set numerabile di pacchetti d’onde normalizzabili. Come & costume in teoria
dei campi, deriveremo i nostri risultati soltanto per le soluzioni di onda piana, riservandoci di
dimostrare che valgono anche per i pacchetti.

13Per la rappresentazione delle funzioni di Green si vedano ad es. [Bjorken e Drell 1965]
Birrell e Davies 1984] [Fulling 1989].

M Nell’ultima serie di equazioni, si intende che 1’“overline” di coniugazione complessa si
applica agli argomenti degli esponenziali e non alla ¢ che precede I'integrale.
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3.2 Teoria dei campi in uno spazio-tempo curvo

La costruzione che abbiamo presentato si presta a essere facilmente generalizza-
ta agli spazio-tempo curvi. Ci dobbiamo preoccupare soprattutto di due aspetti:
verificare per quale classi di spazio-tempo la formulazione hamiltoniana della
teoria dei campi classica resta ben definita, e porre una particolare attenzione
alla scelta delle “funzioni di modo” (ovvero dello spazio di Hilbert H) dato che
non abbiamo piu le simmetrie dello spazio di Minkowski a guidarci.

3.2.1 Shopping for Lagrangians

La generalizzazione della densita di lagrangiana “piatta” Lp a una piu generale
Lo “curva” e guidata dal principio di equivalenza medio-forte, che vogliamo
qui ripetere: in ogni punto dello spazio-tempo, esiste un sistema di riferimento
locale (quello di un osservatore in caduta libera) in cui tutte le leggi della fisica
non gravitazionali hanno “localmente” la consueta forma special-relativistica. 11
significato che va attribuito all’avverbio “localmente” & “relativamente a espe-
rimenti confinati a regioni dello spazio-tempo abbastanza piccole rispetto alla
scala di lunghezza definita dalla variazione del campo gravitazionale”.

Ne segue, in particolare, che la densita di lagrangiana sara localmente espri-
mibile con gli operatori differenziali “special-relativistici” dei sistemi di riferi-
mento di Lorentz locali, ovvero con la derivata ordinaria 9, calcolata rispetto
alle coordinate locali. Questa, tuttavia, coincide localmente con la derivata co-
variante V,; ne segue che Lo € ottenibile sostituendo formalmente le derivate
ordinarie di Lp con derivate covarianti, cioe, come dicono [Misner et al. 1973],
sostituendo virgole con punti e virgola.

Una teoria cosi ottenuta ha il pregio di tendere automaticamente alla teoria
“piatta” quando la curvatura del campo gravitazionale si annulla (poiché in
questo limite V, — 0,). C’¢ tuttavia un problema di ordinamento paragonabile
a quello che si incontra quantizzando le parentesi di Poisson: nelle teorie special-
relativistiche scambiare 'ordine delle derivazioni non ha nessun effetto, mentre
nello spazio-tempo curvo la commutazione di derivate covarianti genera dei
termini di curvatura.

Per il campo reale di Klein-Gordon, ad esempio, siamo tentati di scrivere

Lo = 5VTH(e" Vb () Vible) + m2o(a), (350)

e il problema sembra non presentarsi (non ci sono derivate doppie); a seconda
di come si applica il principio variazionale, pero, I’eq. del moto puo essere

O¢ — m?¢ = 0, (3.51)

oppure
O¢ — (m? + %R)gzb =0. (3.52)

Conviene allora inserire un generico termine di curvatura direttamente in L¢,

Le = %J—_g (9°°V u(2) V() + m2p(x) + AR(2)¢(2)?); (3.53)



3.2. TEORIA DEI CAMPI IN UNO SPAZIO-TEMPO CURVO 79

I’eq. che ne risulta e
O¢ — (m* + AR)¢ = 0. (3.54)

Se A = 0 si dice che il campo scalare & accoppiato minimalmente; se A = %

si dice invece che & accoppiato conformalment: in questo caso le soluzioni
dell’equazione del moto sono infatti invarianti per le trasformazioni conforms
gab — A(x)gap della metrica.

3.2.2 I problemi del prof. Cauchy

Per dare una formulazione hamiltoniana di una teoria di campo € necessario
rompere 'unita relativistica di spazio e tempo per descrivere [’evoluzione nel
tempo di una configurazione iniziale del campo. In altre parole, ci serve un pa-
rametro per descrivere la traiettoria del punto nello spazio delle fasi che descrive
il sistema. Nel caso dello spazio-tempo di Minkowski era sufficiente prendere il
tempo coordinato ¢ di un qualsiasi osservatore per dividere lo spazio-tempo in
infinite slices spaziali di eventi che dal suo punto di vista erano contemporanei.

Negli spazio-tempo curvi, perod, non esiste in generale un modo per fo-
liare lo spazio-tempo M, ovvero per identificarlo con il prodotto cartesiano
R x ¥ del “tempo” per una varieta spaziale (ovvero con metrica riemanniana).
Non c’¢ insomma (in generale) nessun “tempo globale” che possiamo usare per
parametrizzare la traiettoria del sistema nello spazio delle fasi.

In spazio-tempo curvi generici, quindi, ci si puo aspettare che le proprieta di
esistenza e unicita delle soluzioni dell’equazione di Eulero-Lagrange (senza un
tempo le equazioni di Hamilton non si possono neppure scrivere!) siano molto
diverse da quelle che valgono nello spazio di Minkowsk 16,

Perché 1'initial value formulation hamiltoniana sia ben posta, richiediamo
che gli spazio-tempo di cui ci occupiamo siano orientabili e globalmente iper-
bolici. Per spiegare cosa questo significhi ci servono alcune definizioni (una
rassegna piu estesa dei concetti necessari per lo studio dei metodi globali in
relativita generale ¢ data in appendice [B).

Uno spazio-tempo M si dice orientabile se & possibile fare una scelta continua
di quale meta del cono di luce, in ogni punto, costituisce il “futuro” e quale il
“passato”. Un sottoinsieme S C M & detto acronale se nessuna coppia di suoi
punti puo essere collegata da una curva time-like. 11 dominio di dipendenza
D(S) di S ¢ dato dallinsieme dei punti che “dipendono totalmente” da S,

5Tn generale,
d—2

m 9 (3.55)

)\conf =

dove d & la dimensione dello spazio-tempo.
16 [Wald 1994] fa I’esempio dell’equazione di Klein-Gordon massless su un 4-toro piatto con
“circonferenze” T e L; le soluzioni hanno la solita forma

Yo' 1) = e wtrikiet (3.56)
ma la condizione di periodicita
w = 2%71/07 ]fi = 2?71'”’” (3.57)

implica che le soluzioni possono stare sulla shell di massa nulla w? = k'k; solo se T?/L? € Q.
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tali cioeé che ogni curva causale (time-like o null-like) che li attraversa debba
necessariamente intersecare S.

Un sottoinsieme acronale X C M ¢ una superficie di Cauchy per lo spazio-
tempo M se D(X) = M. Nel nostro caso, se sappiamo come “propagare” lungo
curve causali una soluzione della teoria di campo, allora la specificazione dei
dati del campo su una superficie di Cauchy determina la soluzione su tutto
M. In una varieta d-dimensionale, le eventuali superfici di Cauchy sono sempre
(d — 1)-dimensionali.

Se M ammette una superficie di Cauchy, siamo a posto! In tal caso si dice
che lo spazio-tempo & globalmente iperbolico. Che questa sia proprio 'ipotesi di
cui abbiamo bisogno ¢ confermato dal

Teorema [Geroch 1970]: se M ammette la superficie di Cauchy
Y allora M ha la topologia di R x ¥ e puo essere foliato da una
famiglia a un parametro X; di superfici di Cauchy lisce;

e dal

Teorema (si veda ad es. [Hawking ed Ellis 1973]): se ¥ & una su-
perficie di Cauchy per M, allora I’eq. di Klein-Gordon ammette su
M un’unica soluzione una volta definiti i dati del campo ¢g e 7y su
3.

3.2.3 Monsieur Shift et Mademoiselle Lapse

Anche se abbiamo foliato lo spazio-tempo in una famiglia di superfici di Cauchy
>4, ci resta una certa liberta nella scelta della funzione di “tempo globale”:
dobbiamo specificare un campo vettoriale t* (di “evoluzione temporale”) che
specifica quale punto di ¥, 4 “€ il futuro” di ciascun punto di ¥;.

Poiché vogliamo che lo scalare ¢ che indicizza le X; sia effettivamente il
parametro di integrazione delle curve integrali di ¢, richiediamo che t*V,t = 1.
Non ¢ necessario che t* sia ortogonale alle superfici di Cauchy; questo € reso
evidente nella decomposizione

t¢ = Nn® + N, (3.58)

dove in ogni punto p € M, n® & il versore normale alla superficie di Cauchy che
passa per p, N ¢ detta lapse function e N* & detto shift vector. E conveniente
utilizzare ¢ come coordinata globale e affiancargli tre coordinate (locali) z* tali
che t2V,2° = 0; allora t* = (9;)%

L’azione di Klein-Gordon prende cosi la forma

S / Ldt = / dt /2 t%[(navaqb(x))z—h“bva¢(x)vb¢(x)—m2¢(x)2 NVhda,

(3.59)
dove hyp € la metrica riemanniana indotta da gg, su ;. Sostituendo nell’espres-

sione di L ) ) )
n*Vaep = N(t — NV, = N¢ — NN Vo, (3.60)
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si vede che il momento coniugato m = §L/ d¢ & dato da
m(z) = Vh(n*Vap(z)). (3.61)

Fatte queste identificazioni, i risultati validi per la teoria nello spazio-tempo
di Minkowski lo sono ancora nello spazio-tempo curvo: un punto nello spazio
delle fasi I' consiste nella specificazione delle funzioni ¢(z?) e w(x?) (lisce e a
supporto compatto) su una delle superfici di Cauchy ¥;; 'insieme delle soluzioni
8 & ancora isomorfo (per teorie lineari) a I', e la struttura simplettica

Q((¢1,m1), (¢, m2)) = . d*z’ [y (2, ) o (2’ 1) — ma(a’, )1 (a",t)]  (3.62)
t
definisce un prodotto simplettico tra soluzioni conservato attraverso le superfici
di Cauchy.
Una volta definito un prodotto scalare u : § x 8§ — R che soddisfa I’eq.
(B38)), risultano determinati H e 'operatore di proiezione K : § — H; si prende
Fg(H) come spazio di Hilbert della teoria quantistica e si pone

o(f) = UES, ) = ia(K(Ef)) —ial (K(Ef)). (3.63)

3.3 Teorie inequivalenti e produzione di particelle

Come abbiamo appena visto, un ingrediente essenziale per la definizione di
una teoria di campo quantistica ¢ I'individuazione dello spazio H degli stati “a
una particella” (direttamente, specificando una base per H, oppure definendo
il prodotto scalare reale u). Per evidenziare questo fatto, chiameremo H-teorie
le teorie di campo (su spazio-tempo piatti o curvi) ottenute con la procedura
di sez. B. 141

Nello spazio-tempo piatto la scelta di H era facile, perché potevamo richie-
dere che le funzioni di modo condividessero una delle simmetrie della metrica
(sebbene Axel e Beatrice avessero idee diverse su quale simmetria imporre! vedi
sez.[[L2.3]). La scelta di Beatrice aveva il vantaggio di condurre a una definizione
matematica di “particella” valida per la vasta classe degli osservatori inerziali (e
quasi inerziali). Al concetto globale di osservatore inerziale nello spazio-tempo
piatto corrisponde pero nello spazio-tempo curvo il concetto locale di osser-
vatore in caduta libera; e non ¢ possibile sfruttare quest’ultimo per la scelta
(necessariamente globale!) delle funzioni di modo.

In generale, lo spazio-tempo curvo non gode di nessuna simmetria globale
che renda geometricamente evidente una scelta di H. Il concetto matemati-
co di “particella” non ha dunque in generale nessun fondamento, nemmeno
approssimato.

Come vedremo, tuttavia, H-teorie diverse (cioe caratterizzate da diversi H
per lo stesso spazio-tempo) possono essere non solo differenti dal punto di vista
“Interpretativo” (il che si traduce nel disaccordo delle teorie sul concetto di
“particella” e di “stato di vuoto”), ma anche da quello sostanziale (possono
cioé portare a predizioni fisiche diverse, tanto che & necessario chiedersi qual é
[H-teoria “giusta”.)
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3.3.1 Costruzione della teoria su spazio-tempo stazionari

Il “suggerimento geometrico” di cui abbiamo bisogno per scegliere le funzioni
di modo, come abbiamo visto in sez. [[3.1] ¢ un gruppo a un parametro di
isometrie della metrica (o, equivalentemente, un campo di Killing £ globale)
con traiettorie time-like. Uno spazio-tempo che ne ¢ dotato si dice stazionario:
la metrica non cambia spostandosi lungo i tra le slices X, definite da un tempo
di Killing v (tale che £*Vv = 1) costantd!7.

In questo caso ¢ possibile definire H come il sottospazio delle soluzioni classi-
che a frequenza positiva rispetto al tempo di Killing v. O almeno questa ¢ 'idea,
ma la costruzione matematica necessaria e piu sottile. Ne diamo solo un outline,
rimandando a [Ashtekar e Magnon 1975] e [Kay 1978|] per la dimostrazione.

1. Si complessifica 8 e si definisce il prodotto interno di energia

(T, Uy) = /Z Top (U1, Uy) £4n°Vh d3ez, (3.64)

vo

dove 'integrazione avviene su una slice v = vg, n® ¢ il versore ortogonale
a Xy, € Typ ¢ dato da

_ 1 _ _
Tap(¥1,92) = V@1 Viythz = 59a[VY1 Vb + m*Pyipo],  (3.65)
(T,p(Wq,Uq) ¢ il tensore classico di energia-impulso per la soluzione Wy).
Si puo provare che (¥q, Us) ¢ indipendente da v.

2. Si prende ora il completamento H di 8€ in questo prodotto; la “traslazione
su v” definisce su questo spazio un gruppo unitario a un parametro V.

—ihv.

Per il teorema di Stone, V,, = ¢ ; per ogni ¥ € H|

h¥ =iLea . (3.66)
Si puo verificare che
- - (U, hD
(i, y) — LY NT2) 12Z 2) (3.67)

e che h~! & un operatore limitato su H.

3. Allora un prodotto scalare p che soddisfa 'eq. ([B.35)) & definito da
w(¥q, V) = 2Re (KU, h 1K Ws), (3.68)

dove K ¢ il proiettore sul sottospazio HT delle autofunzioni di h ad auto-
valori positivi. La H-teoria ¢ cosi ben definita; il suo spazio di Hilbert “a
una particella” H ¢ dato dal completamento di H™.

17Queste slices sono anche superfici di Cauchy per lo spazio-tempo, che dunque & globalmente
iperbolico. Se, in piu, il campo di Killing & anche ortogonale alle X, lo spazio-tempo si dice
statico; questo permette di eliminare dalla metrica tutti i termini misti del tipo dv dx, dove x
€ una generica coordinata spaziale sulle X.
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Il concetto matematico di particella sopravvive dunque per gli spazio-tempo
stazionar@ (e coincide con il concetto operativo per detectors il cui tempo
proprio ¢ v.)

E possibile definire un concetto approssimato di particella per gli spazio-
tempo che potremmo definire quasi-stazionari, ovvero per i quali la metrica
varia molto lentamente (in funzione di una variabile di tempo appropriata)
rispetto alla frequenza minima dei modi del camp@. Simili definizioni, pero,
sono locali nel senso che se scegliamo come modi le funzioni a frequenza positiva
(rispetto al tempo di “quasi-stazionarieta”) nella regione O; C M, queste esi-
biranno un mizing delle frequenze positive e negative in regioni Oy abbastanza
lontane.

Il concetto di “particella” si dissolve gradualmente mentre ci spostiamo da
spazio-tempo stazionari a spazio-tempo curvi senza alcuna simmetria. Fulling
illustra questo fatto con una similitudine:

“Elementary particles can be very much like the quasi-particles of
solid-state physics. The quantum theory of the physical system
composed of the atoms or the electrons in a crystal predicts particle-
like excitations (phonons or plasmons). But these quasi-particles are
stable only for a perfect crystal. The more severe the impurities or
dislocations or external perturbations, the faster the quasi-particles
decay away, until finally the concept becomes useless. Then, one
must go to the substratum: in solid-state physics, the atoms and
electrons; in more fundamental physics, the fields.” [Fulling 1972]

3.3.2 Costruzioni asintotiche e matrice S

Uno spazio-tempo M globalmente iperbolico si dice asintoticamente stazionario
nel passato quando esso ¢ isometrico a uno spazio-tempo stazionario M;, nel
passato di una superficie di Cauchy ¥g. Piu realisticamente, si richiedera che esi-
sta una corrispondenza da M in M;, che approssimi sempre meglio un’isometria
per “tempi globali” sempre piu “antichi”.

Gli spazi Sy e Sy, delle soluzioni dell’equazione di campo su M e su M,
potranno allora essere identificati considerando per entrambi i dati iniziali del
campo su una superficie di Cauchy nel passato di ¥g. Sara quindi possibile
estendere a M la costruzione dello spazio Hj, “a una particella” fatta su M,
sfruttando la sua stazionarietd. In questo modo si definisce una Hj,-teoria
dotata di un’interpretazione naturale “a particelle” nel passato asintotico.

Analogamente & possibile operare per spazio-tempo asintoticamente stazio-
nari nel futuro, definendo una Hl,-teoria naturalmente interpretabile in termini
di “particelle” nel futuro asintotico.

18Si noti che lo spazio-tempo di Minkowski & propriamente stazionario soltanto rispetto alla
“traslazione rispetto al tempo inerziale” 0:; gli altri campi di Killing che abbiamo considerato
sono time-like soltanto in una porzione dello spazio-tempo.

190vyviamente il nostro campo modello non ha una frequenza minima dettata dalla con-
dizione di mass-shell, ed & necessario pertanto imporla ad hoc sulla base di considerazioni
diverse.
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Se uno spazio-tempo ¢ asintoticamente stazionario sia nel passato che nel
futuro, ¢ possibile costruire sia una Hj,-teoria che una Hyy-teoria. Ora, ¢
possibile che le due H-teorie siano interpretativamente differenti, nel senso che,
ad esempio, lo stato di vuoto |0j,) contenga delle “particelle”-out, e che in
generale a stati in dotati di una certa struttura di “particelle”’-in corrispondano
stati out con una struttura diversa.

Ora, supponiamo che per tempi globali “antichi” gli osservatori “stazionari”
utilizzino in modo naturale I'Hj,-teoria, e stabiliscano che il campo si trova nello
stato di vuoto; per tempi globali intermedi, non sussiste alcuna interpretazione
“a particelle” e gli osservatori si astengono da misurazioni del campo; infine,
per tempi globali molto “tardi”, gli osservatori adotteranno I'Hg,-teoria, e
constateranno che lo stato di vuoto-in contiene delle “particelle”! Tali stupiti
osservatori saranno allora portati a dire che delle “particelle” sono state prodotte
dal vuoto per effetto della metrica di background.

Ricordiamoci pero che i vettori dei due spazi di Fock descrivono degli sta-
ti fisici non solo asintoticamente, ma in tutto lo spazio-tempo; lo stato |{out)
corrispondente allo stato di vuoto-in sara percio definito richiedendo che i due
vettori siano fisicamente equivalenti, cioe che il valore di aspettazione di tutte
le osservabili sia lo stesso su |0iy) € su |out)-

Pit in generale, si dovra trovare una stato out corrispondente a ciascuno
stato in, ovvero stabilire un’equivalenza unitaria tra le due H-teorie: due rap-
presentazioni p1, po su spazi di Hilbert 1, Fo della stessa algebra di osservabili
classiche O si dicono unitariamente equivalenti se esiste una trasformazione
unitaria U : F; — [y tale che per tutte le f € O,

U= p2(f)U = pi(f). (3.69)

Dato che tutte le predizioni fisiche della teoria sono ottenute prendendo gli
elementi di matrice degli operatori p(f), le due rappresentazioni saranno fisi-
camente equivalenti nel senso che lo stato |£1) € Fy avra esattamente le stesse
proprieta fisiche dello stato U|&3) € Fo.

Questa situazione ¢ analoga al formalismo di matrice S della fisica delle
particelle, in quanto in entrambi i casi si identificano stati asintotici con una
interpretazione “a particelle” e si cerca quindi di costruire una matrice unitaria
che collega gli stati fisicamente equivalenti delle rappresentazioni in e out.

Sono tuttavia d’obbligo due caveat:

1. la scala dei processi considerati ¢ molto diversa: gli scatterings di parti-
celle avvengono in regioni microscopiche dello spazio-tempo, mentre nel
nostro caso gli stati in e out si trovano niente meno che agli estremsi opposti
dell’universo!

2. mentre per gli scatterings € naturale interpretare la creazione e distru-
zione di particelle come 'effetto dinamico delle interazioni del campo,
la produzione di particelle nella teoria dei campi su background curvo
¢ piuttosto il risultato delle diverse definizioni di “particella” in regio-
ni lontane dello spazio-tempo. Ovvero, Deffetto & legato sostanzialmente
all’interpretazione degli stati fisici.
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3.3.3 Equivalenza unitaria e produzione di particelle

In questa sezione vogliamo determinare la forma della trasformazione unitaria
U : Fi, — Foyu tra Hj,-teoria e I'Hgy¢-teoria di uno spazio-tempo asintotica-
mente stazionario nel passato e nel futuro. La U € nota come trasformazione
di Bogoliubov, ed & caratterizzata dalla condizione che per ogni ¥ € §,

UQin (T, )U ™ = Qoue (T, ). (3.70)

Questo formalismo non si applica soltanto agli spazio-tempo asintoticamente
stazionari nel passato e nel futuro, ma a tutti i casi in cui si vogliono con-
frontare teorie di campo sullo stesso spazio-tempo ottenute con scelte diver-
se del prodotto scalare p. L’analisi che ne diamo e tratta da [Wald 1975] e
[Wald 1994].

Innanzitutto, si puo dimostrare che affinché si possa scrivere U, iy € fout
devono definire norme equivalenti, ovvero ogni sequenza di Cauchy in una norma
deve esserlo anche nell’altra. Per questo ¢ sufficiente che esistano ¢, ¢ € R tali
che per ogni ¥ € §,

e pin(U, ) < ot (U, ¥) < i (0, ). (3.71)

La dimostrazione e data in nota@. Se questa condizione sussiste, i completa-
menti di 8§ in pi, € poyt coincidono, e Hi, e Hyy saranno entrambi sottospazi
di SE. La condizione (3.70) di equivalenza unitaria si puo riscrivere

U liam(Kin®) — iaiTn(Km\If)} U™ = iaou(Kow V) — ia)

out

(KoutV)  (3.74)

dove Ki, : § — Hj, e K, : 8§ — Hi, sono i proiettori sugli spazi “a una
in in out in p g p

particella” determinati dai pu; Ki, e Koy proiettano direttamente sugli spazi
coniugati Hi, e Hyyg. Seguendo la notazione di [Wald 1975], chiamiamo ora

A:Hywe — H;, Destensione di K; a Hout C SE

B:Hyy — Ein Fin Hout

C: Hin - IHIout Kout Hin (375)
D:Hy, — Eout Fout Hip .

Gli operatori A, B, C, D ci permettono di studiare la relazione tra gli spazi Hj, e
Hout. Questi operatori svolgono lo stesso ruolo che i coefficienti o e 8 avevano in
sez.[[.2.3t in particolare, un operatore D non nullo corrisponde alla presenza di

208e I'eq. ([B.71) non vale, & possibile trovare in 8 una successione {¥,,} a norma, j;, costante
e norma [yt tendente a 0; ne segue che su Fou¢ la sequenza di operatori

{Tous,n} = {exp[iQous (¥n, )] — 1} (3.72)

converge fortemente a 0 (per convincersene, si vedano le eq. (8:63)) e (3:30)-(331])), mentre su
Fin la successione di vettori Tinn|Oin) non si annulla; ora, se & davvero possibile scrivere la
trasformazione unitaria U, la successione di vettori

{Tout,nU|0in)} = {UTin,n|0in) } (3.73)

deve tendere a 0, ex quo absurdum.
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coefficienti (3 in eq. (LII0), e il mizing delle frequenze che ne risulta implichera,
come allora, che gli stati di vuoto delle due costruzioni non siano equivalenti.

Dalla condizione ([B.71]) segue che A, B, C, D sono operatori limitati; i quat-
tro proiettori sono poi ulteriormente vincolati dalle relazion

ATA-B'B =1, ctc—-D'D =1,
A'B = BYA, c'D = D'C, (3.77)
At =0, B =_D.

dove A : Hyyy — Hiy @ definito da A, = (Atbout), € B : Houy — Hiy, in modo
analogo. L’eq. (8.74]) implica che per tutti i xi, € Hj, valga

Uain (Xin)U ™" = dout(Cxin) — alye (Dxin); (3.78)

in particolare possiamo prendere yin = C 'ty € applicare gli operatori che
compaiono nei due termini di eq. [B.78]) al vettore

1€) = U|0im) = ({0, &7, 6512, ..., &0, L), (3.79)
scritto utilizzando la notazione di pag. [[4} si ottiene cosi ’equazione
Uain(m)U_lU‘Oin> = [aout(wout) - alut(DC_lzpout)] U‘Oin>§

; (3.80)

0= |:a0ut (wout) - aout(ewout)] |£>7
dove & : Hyyt — Hoyt © definito da & = ﬁé_l. Facendo ora agire esplicitamente
costruttori e distruttori come da eq. ([3.30)-(3.31)), si ottiene un sistema infinito
di equazioni, valido per ogni Yout € Hout:

Galt =0
V29,65 = (€9)" &
VBTG = VAED) e (381)

VAL = VE(ER) "™

La prima equazione ¢ risolta solo da £{ = 0: cio implica che si annullino tutti
i vettori &2t dei sottospazi “a n particelle” con n dispari, ovvero che la

2! Dimostriamo soltanto la prima delle eq. BTD) [Wald 1994): per Yout, Eout € Hout arbitrari,
vale

(Youts Eout Vo = —i2(Pout, Cout) =
= — i KinYout + KinWout, Kinfout + Kinout) =
= (Atout, About )m;,, — (Bout, Béout)g, , =
= (Yout, AT About) o, — (Your, BT Bout )t

(3.76)

dove abbiamo sfruttato il fatto che Ki, + Kin = A+ B = 1 e che il prodotto scalare 1+, +)
si annulla tra vettori appartenenti a sottospazi coniugati. Le altre relazioni si ottengono con
manipolazioni analoghe.
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produzione di “particelle” per effetto della metrica di background avvenga solo
a coppie. Nella notazione a indici astratti, & ¢ un 2-vettore £%; la seconda
equazione del sistema da allora

b Sab
(21 == E (382)

(dalle proprieta di C' e D segue che €% ¢ simmetrico, come richiesto per i
“sotto-vettori” di un |£) € Fg). Operando ricorsivamente, si trova

0,...).
(3.83)
L’azione di U su un qualsiasi altro stato “a n particelle” di F;, puo essere
calcolata applicando a |€) gli operatori aggiunti a quelli di eq. (B.78)) .
Abbiamo in tal modo determinato formalmente la struttura dello stato di
vuoto in “dal punto di vista” della costruzione out, verificando che quando c’e
mizing delle frequenze si assiste alla produzione di coppie di “particelle”.

Ul0i) = Igol (1,0, J5€m22,0, YL e(mozgman) g, VEELglmoz goaas gasuo)

3.3.4 Un esempio: ancora ’effetto Unruh

Come promesso, utilizziamo la formula generale che abbiamo ottenuto per de-
rivare nuovamente 'effetto Unruh. Al lettore potra essere utile riferirsi alla sez.
(pag. B4l e seguenti).

Come Hj,-teoria prendiamo la teoria di campo inerziale ottenuta decompo-
nendo l'operatore di campo sulla base dei modi di Minkowski o, equivalente-
mente, dei modi di Unruh. La Hgyi-teoria sara invece costruita a partire dai
modi di Rindler nei settori I e II, insieme.

Dunque: una base di Hj, ¢ data dalle x,; una base di H,y; dalle X}; e X},I;
ispezionando le eq. (LI39]), si puo scrivere 'azione di C' : Hy, — Hoyt:

CXO' = OéoXEn
{ N . (3.84)
CX—O’ - aUXU
(per o > 0); analogamente,
D No — 0'_113—17
{ X X (3.85)
DX—U = ﬁUXU
Allora
DOTNE = (Bs/a0) XL, DC 'Y, = (Bo/aaX,
. H T = (3.86)
DC™ = (ﬁU/aU)XU’ DC _H = (ﬁo/acrb&c

Visto come 2-vettore, & & allora dato (si ricordi che (8, /ay) = e~™/9) da

e = [dr eIz ()Y, (387)
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e inserendo questa espressione nell’eq. ([3.83]) si trova ancora una volta

n=0

Ulo) = 2712 @52 (€Fdo e/ [ng,1) @ |y, 1) (3.88)

(i coefficienti numerici ... vengono assorbiti nelle simmetrizzazioni e nella

1
\/i )
normalizzazione degli stati “a n particelle”).

3.3.5 Teorie inequivalenti!

Abbiamo pero trascurato di evidenziare un fatto molto importante emerso nella
costruzione di U: l'eq. (B.7I]) € una condizione necessaria affinché sia possibile
stabilire I’equivalenza unitaria. In effetti ¢’¢ un’altra condizione da soddisfare:
il vettore |€) di eq. (B:83]) & normalizzabile soltanto se

tr (E1€) < oo. (3.89)

Se entrambe le condizioni sono valide, il procedimento di sez. [3.3.3] dimostra in
modo costruttivo che le due H-teorie sono unitariamente equivalenti:

Teorema: condizione necessaria e sufficiente affinché le H-teorie
costruite sui prodotti scalari reali pi, e poyt Siano unitariamente

equivalenti & che valgano le eq. (B.71)) e (3.89).

Ma se questo non accade? Siamo costretti a concludere che le H-teorie sono
fisicamente diverse: ciascuna di esse ammettera stati fisici non previsti nell’al-
tra. Avevamo anticipato questo problema in sez. [[.3.3] osservando che gli stati
di uno spazio di Fock non devono necessariamente appartenere anche agli spazi
di Fock costruiti con scelte diverse delle funzioni di modo. Una tale difficolta
proietta un’ombra preoccupante sul nostro formalismo “di matrice S”: & possi-
bile che uno stato asintotico di Fj, non appartenga alla Hgyi-teoria? Purtroppo,
questo ¢ proprio il caso dell’effetto Unruh: lo stato U|0;,) di eq. (3:88) non sta
in Fyyt, dove avrebbe norma inﬁnit.

Ma come ¢ possibile? Quando quantizziamo una teoria classica, ci aspet-
teremmo che la specificazione dell’algebra degli operatori quantistic fosse
sufficiente a determinare completamente la teoria quantistica dal punto di vista
fisico; in altre parole, che tutte le rappresentazioni della stessa algebra fossero
unitariamente equivalenti. E in effetti, per i sistemi quantistici con un numero
finito di gradi di liberta si prova il

Teorema (di Stone-von Neumann): tutte le rappresentazioni uni-
tarie e irriducibili dell’algebra di Weyl (eq. (8.25])) costruita a par-
tire da uno spazio vettoriale simplettico finito-dimensionale sono
unitariamente equivalent.

22]abbiamo dimostrato in sez. [3.31

23Pjuttosto che dell’algebra delle osservabili classiche, visto che 'applicazione del principio
di corrispondenza non & univoca.

24La discussione di sez. B33 si pud considerare una prova del teorema di Stone-von
Neumann in quanto le condizioni (B.7I) e (B89) valgono necessariamente per gli spazi H
finito-dimensionali (in quanto costruiti a partire da spazi simplettici finito-dimensionali).
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Non e pero cosi nel caso di sistemi infinito-dimensionali come le teorie di campo,
dove siamo costretti a scegliere tra infinite H-teorie unitariamente inequivalenti
(perché in linea di principio ci sono infiniti modi di specificare prodotti scalari
w che rispettano la (3.35]) ma non la (B.71])).

Naturalmente, questo era vero anche nello spazio-tempo piatto, dove po-
tevamo pero imporre il forte criterio dell’invarianza della teoria rispetto alle
trasformazioni di Lorentz. Nello spazio-tempo curvo invece la nostra situazione
comincia ad apparire disperata. Non solo abbiamo perso i concetti di “particel-
la” e “stato di vuoto”, a cui eravamo legati, ma abbiamo individuato un nuovo
elemento di grave incertezza: letteralmente, non sappiamo quale teoria usare!

3.3.6 L’algebraic approach

L’unico modo per risolvere la situazione ¢ accogliere il suggerimento di Deutsch
(vedi sez. [L3.3), e considerare contemporaneamente tutti gli stati di tutte le
H-teorie. Fortunatamente il formalismo necessario € stato studiato nell’ambito
delle teorie di campo special-relativistiche, ed € noto con il nome di algebraic
approach [Haag e Kastler 1964, [Haag 1993]. Prima di esaminarlo, ¢ bene avere
in mente il consueto

schema interpretativo di una H-teoria

stati: sono i sottospazi unidimensionali (i “raggi”) dello spazio di Hilbert IF;
generalmente si considerano gli stati normalizzati |€) (con norma (£|§) =

1);

osservabili: operatori hermitiani A su IF; in particolare gli operatori di campo
smeared ¢(f), dai quali si possono ottenere tutte le altre osservabili, sono
dette osservabili fondamentals.

valore di aspettazione dell’osservabile A: & una funzione (4) : F — R
definita da

[€) — (€lAI€); (3.90)

misurazione dell’osservabile A: se il sistema si trova nello stato [£), la pro-
babilita che sia misurato un valore di A nell’intervallo J del suo spettro ¢
data da
P(A€T) =[P4, (3.91)
dove P4(J) ¢ il proiettore sull’autospazio relativo agli autovalori di A
compresi in J;

riduzione dello stato quantistico: dopo la misurazione il sistema “saltera”

nello stato PA()[€)
n _ _LTAVJIS)
€ =BG .

se A e stato trovato in J; nello stato

ey (L= PaO)le
10— Pa@)E)]

(3.93)

altrimenti.
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L’osservazione cruciale da fare e che le *—algebr di commutazione degli ope-
ratori hermitiani di tutte le H-teorie costruite sullo stesso spazio simplettico
sono isomorfe, perché la loro “legge di moltiplicazione” ¢ sempre data dall’eq.
B25): la struttura algebrica astratta della teoria di campo ¢ pertanto indi-
pendente dalla sua implementazione su un particolare spazio di Fock. Porremo
questo fatto alla base della nuova impostazione.

Invece che prendere come osservabili fondamentali gli operatori di cam-
po smeared 55( f), & pero conveniente considerare gli operatori unitari w(f) =
exp[z'gzg( f)], che offrono il vantaggio di essere limitati; ’algebra di Weyl per i
nuovi operatori si scrive

(3.94)

Gli operatori w(f) possono essere normati in modo indipendente daﬁrticolare
spazio di Fock su cui sono fatti vivere, e definiscono una C*-algebra¥ astratta
A comune a tutte le H-teorie. Ogni spazio simplettico definisce percio una unica

teoria di campo algebrica (A-teoria)

osservabile: un elemento dell’algebra di Weyl astratta A;

stato algebrico: un funzionale lineare w : A — C che soddisfa per ogni A € A
la condizione di positivita
w(A*A) >0 (3.95)

e la condizione di normalizzazione

w(l) =1; (3.96)

valore di aspettazione dell’osservabile a € A sullo stato algebrico w: sem-
plicemente w(a);

misurazione dell’osservabile a € A: se il sistema si trova nello stato |£), la
probabilita che sia misurato un valore di a nell’intervallo J € R e data da

P(a €)= lim w(Qi()Qi(a) (3.97)
dove @Q; ¢ una sequenza di polinomi in a tali da essere uniformemen-
te limitati sullo spettro di @ e da convergere in norm alla funzione
caratteristica di J;

25Un’algebra A su C & uno spazio vettoriale dotato di una “legge di moltiplicazione” bilineare
e associativa (a1, a2) — aiaz. Una *-algebra possiede in pilt una funzione antilineare * : A — A
tale che a™* = a e (a1a2)" = asaj.

26Un’algebra si dice di Banach se & normata e completa. Una C*-algebra & una *-algebra
di Banach con ||a*|| = ||a|| e |la*a|| = ||a||*. Nel caso degli operatori hermitiani su uno spazio
di Hilbert, la “moltiplicazione” & data da A1A2 = [A1, A2] e la “star” dalla coniugazione
hermitiana da A* = AT,

2"Sarebbe pitl immediato definire la misurazione con operatore di proiezione perfettamente
sharp di a sull’intervallo J, ma non & garantito che questo faccia parte della C*-algebra.
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riduzione dello stato algebrico w: dopo che a & stato misurato e trovato
nell’intervallo J, il nuovo stato algebrico w’ ¢ dato per ogni b € A da

. (@) bQi(a))
/(b) = lim “@il@)0Qi(0)) 3.98
w (b) i Pla €7) (3.98)
Ogni wvettore normalizzato |§) € F di ogni H-teoria da origine a uno stato
algebrico wy¢) definito da

wigy(a) = (€lp(a)[§), (3.99)

dove p(a) € la rappresentazione di a come operatore hermitiano su F. In questo
senso la A-teoria comprende tutti gli stati di tutte le H-teorie. Inversamente, a
ogni stato algebrico corrisponde uno stato “vettoriale” di una rappresentazione
dell’algebra di Weyl su uno spazio di Hilbert:

Teorema (costruzione GN@): per ogni stato algebrico w : A — C
su un’algebra di Weyl A, esiste ed ¢ unica (a meno di equivalenza
unitaria) la tripletta (F, p, |w)), dove F & uno spazio di Hilbert (non
necessariamente di Fock!), p ¢ una rappresentazione di A su F e |w)
€ un vettore di I tale che per ogni a € A,

w(a) = (wlp(a)lw); (3.100)

inoltre |w) & un vettore ciclico di F (cioeé p(A)|w) € un insieme denso
in IF).

Traccia della dimostrazione: si definisce su A il “prodotto scala-
re” (a,b) 4 = w(a*b), eliminando da A le osservabili ¢ con “norma”
w(c*e) nulla, e si completa lo spazio cosi ottenuto; 1'azione delle os-
servabili sugli stati |a) & data da alb) = |ab) (autorappresentazione).
I1 vettore ciclico |w) corrisponde all’identita su questo spazio.

L’insieme degli stati “vettoriali” della costruzione GNS relativa allo stato alge-
brico w viene detto folium di w. Si puo vedere che I'H-teoria corrispondente al
prodotto scalare reale p e riprodotta dalla costruzione GNS relativa allo stato

wu((f)) = e MELENS, (3.101)

la condizione (B.35) per p assicura che w, sia uno stato algebrico (cio¢ che
soddisfi le eq. (3.95) e (B.96])). Ne segue che tutti gli stati “vettoriali” di tut-
te le H-teorie sono compresi nei folia degli stati algebrici della forma di eq.
(BI0I). Le condizioni di positivita e normalizzazione, tuttavia, sono soddisfat-
te da una classe di stati algebrici ben piu vasta! Dunque [’allargamento della
nozione di “stato” dato dalla formulazione algebrica va ben oltre quello ottenuto
considerando insieme tutti gli stati di tutte le costruzioni simplettiche.

28Da I. M. Gelfand, M. A. Naimark e I. E. Segal.
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3.3.7 L’ultima parola sul problema dell’equivalenza unitaria

Se comprendere tutti gli stati “vettoriali” in un’unica A-teoria elimina il pro-
blema di dover scegliere tra H-teorie concorrenti, 'incertezza si sposta pero
sulla determinazione dello stato algebrico: le procedure sperimentali di fisica
delle particelle trovano infatti un riferimento teorico nel formalismo di matrice
S, con stati in e out che dipendono ancora una volta dalla scelta dell’H-teoria.
Gli operatori di campo smeared, che sono gli oggetti fondamentali dell’A-teoria,
non appaiono invece immediatamente misurabili.

Studiando le A-teorie, tuttavia, si trova un risultato che chiarifica la relazio-
ne che intercorre tra le diverse H-teorie basate sulla stessa struttura simplettica
classica:

Teorema di equivalenza (di Fell): Data una C*-algebra A, 'insieme
degli stati “vettoriali” di una sua rappresentazione fedele & denso
nell'insieme di tutti gli stati algebrici su A.

La nozione di “densita” che compare in questo teorema e data rispetto alla
topologia debole degli stati algebrici: per ogni stato w, e per ogni insieme finito
{a;} C A, si pud definire la norma

[wllfa;y = sup |w(ai)l; (3.102)

i=1,...,n

gli intorni |lw — w'|[{4,} < €, per scelte arbitrarie di {a;}, inducono la topologia
debole degli stati algebrici. Dato che in pratica la determinazione dello stato
quantistico di un sistema deve avvenire attraverso un numero finito di misu-
razioni di precisione finita, il meglio che si puo fare & individuare un intorno
debole dello stato. Vale allora il

Teorema (di “equivalenza fisica”): ogni coppia di H-teorie con spazi
di Fock H; e Hy ammette stati indefinitamente vicini rispetto a ogni
nozione di “misurazione ﬁsica” ovvero per ogni {a;} C A, € € R,
esistono due stati wy € Hy, we € Hy tali che

Vi, |wi(a;) —wa(a;)| < e. (3.103)

Il risultato & di grande portata: le infinite rappresentazioni (H-teorie) unitaria-
mente inequivalenti della stessa algebra A sono invece “fisicamente equivalenti”
rispetto a un concetto di equivalenza opportunamente indebolito considerando
il tipo di misurazioni che si puo effettuare in pratica. Forse, dopotutto, I'ansia
di sez. B.3.5] era prematural

Alla luce del teorema di Fell siamo inoltre in grado di interpretare la si-
tuazione in cui non € possibile stabilire una corrispondenza unitaria tra due

H-teorie perché cade la condizione (B.7I)) o la (3.89) (vedi sez. 3.3.3): invece

29 Ancora una volta ci scontriamo con il fatto che gli operatori di proiezione sullo spet-
tro delle osservabili non appartengono necessariamente all’algebra; non € pertanto possibile
utilizzarli per definire la nostra “misurazione fisica”. Non & pero irragionevole pensare di
modellarla utilizzando le successioni di polinomi in A, che convergono in norma alle funzioni
caratteristiche degli intervalli reali.
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di vettori non normalizzabili (come 'espressione formale (3.88]) dello stato di
vuoto di Minkowski dal punto di vista dell’osservatore accelerato) si possono
considerare i loro “troncamenti” ottenuti scegliendo un insieme di osservabili
{a;} e proiettando lo spazio di Fock su un suo sottospazio finito-dimensionale nel
quale gli spettri degli a; sono ragionevolmente completi e “di grana fine”. Que-
sti “troncamenti” sono arbitrariamente vicini allo stato di vuoto di Minkowski
nella topologia debole degli stati algebrici.

3.3.8 Tensore di energia-impulso; condizione di Hadamard

Nell’accogliere (con un certo scetticismo) la nozione di “equivalenza fisica” delle
H-teorie abbiamo perod dimenticato un fatto importante: ci possono essere altre
osservabili non comprese nell’algebra generata dagli operatori di campo smea-
red, rispetto alle quali le H-teorie sono effettivamente inequivalenti. L’esempio
piu importante di una tale osservabile ¢ il tensore di energia-impulso T}, che
entra come sorgente nell’equazione di Einstein. Classicamente, per il campo di
Klein-Gordon reale,

Tup(7) = Vad(2)Vip(z) — %gab (Vep(z)VEd(2) +m?¢*(2)) ; (3.104)

I’algebra di Weyl, pero, contiene soltanto gli operatori di campo smeared, e non
gli “operatori in un punto” ¢(x), che sono definiti solo nel senso delle distribu-
zioni. Come & noto, prendere il prodotto di due distribuzioni nello stesso punto
dello spazio-tempo € un’operazione matematicamente mal definita, e necessita
di una procedura di regolarizzazione. Gia nella teoria special-relativistica, il
problema di definire T}, si manifesta con la comparsa di una densita di energia
infinita per lo stato di vuoto, che & necessario sottrarre con il normal ordering,
oppure definendo

(¢*(w)) = lim F(x,a), (3.105)
dove
F(z,2") = (¢(z)p(2")) — (0]p(x)¢(2")[0). (3.106)

Purtroppo, non ¢’¢ modo di generalizzare questa prescrizione agli spazio-tempo
curvi, perché, come abbiamo visto ripetutamente, non esiste uno stato di vuoto
“preferito”. Possiamo pero conservare 'idea fondamentale (che, cioe, ¢ ben
definita la differenza di energia tra stati diversi, ma non il suo valore assoluto) e
porla alla base di una trattazione assiomatica tesa a definire Ty, come un oggetto
esterno all’algebra caratterizzato da quattro assiomi che codificano proprieta
“fisicamente desiderabili”:

1. quando per due stati w’ e w” la funzione (¢(z)p(x')) — (P(x)P(2')) o &
ben definita e liscia, (Typ)or — (Tup)w dovrebbe essere ottenibile con la
prescrizione di point-splitting che abbiamo descritto per la teoria special-
relativistica;

2. localita di Typ: su spazio-tempo localmente isometrici in una regione @,
stati “uguali in Q” (ovvero le cui restrizioni@ a operatori di campo smea-

30Nell’impostazione algebrica si restringono gli stati a una classe di operatori, e non il
contrario!
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red internamente a @ coincidono) dovrebbero avere gli stessi valori di
aspettazione per Ty,(z) con z € Q;

3. analogamente a quanto avviene per i campi classici, vorremmo che ’energia-
impulso fosse conservata:
V4 Tyw) = 0; (3.107)

questo ¢ assolutamente necessario nella teoria semiclassica (eq. (8:2)) in
cui (Ty) viene eguagliato al tensore di Einstein Gy, la cui divergenza si
annulla per l'identita di Bianchi;

4. infine, nel limite in cui lo spazio-tempo tende alla geometria piatta di
Minkowski, vorremmo che il tensore di energia impulso coincidesse con
quello regolarizzato per sottrazione dell’energia del vuoto:

(0|T]0) = 0 (Minkowski). (3.108)

Si puo vedere che queste proprieta rendono T,y unico a meno di termini locali
di curvatura. Infatti 'assioma 1 implica che per due stati w’ e w” relativi alla
stessa geometria dello spazio-tempo, e per due “prescrizioni” T, e T, per il
tensore di energia-impulso,

<Tab>w’ - <Tab>w” = <Tab>w’ - <Tab>w”; (3109)

ne segue che la quantita tu, = (Tap)w — (Tup)w € indipendente dallo stato w; per
lassioma di localita, t.(x) puo allora dipendere soltanto dalla geometria dello
spazio-tempo in un intorno di z. Gli assiomi 3 e 4, insieme all’assunzione che
I'unico parametro che compare in t,;, sia la massa m del campo e che t,, sia
costruito con termini lineari o quadratici nella curvatura, riducono i candidati
a m?Gyp e alle derivate funzionali di R? e Ry, R™ rispetto alla metrica.

Abbiamo pertanto provato l’unicit del T, “assiomatico”. Cosa si puo
dire della sua esistenza? B necessario trovare una bi-distribuzione H(z, '), con
una appropriata struttura singolare nel limite x — 2/, da sottrarre a (¢p(x)p(x’))
per poi prendere il limite 2 — 2’ e inserirlo nell’eq. (B.104); H (x, 2") deve essere
costruita localmente (assioma 2), soddisfare I'equazione d’onda in x e a’ (per
Passioma 3) e eguagliare (0|T,;|0) nello spazio-tempo di Minkowski (assioma 4).
Il problema ¢ stato risolto da J. Hadamard nel 1923, sebbene in una versione
leggermente diversa: Hadamard cercava funzioni di Green per l’equazione di
Laplace nello spazio euclideo piatto n-dimensionale. La struttura singolare
della sua soluzione era determinata da un termine proporzionale a 1/0%(x,x’),
dove o(x,z') era la distanza geodetica tra x e 2/, e s = (n—2)/2. L’estensione di
questo risultato a una varietad differenziabile lorentziana ¢ un problema sottile
che implica, tra l’altro, 'aggiunta di un termine ad hoc per soddisfar gli
assiomi 3 e 4.

31Sebbene la clausola “a meno di termini locali di curvatura” non sia cosi innocua come
sembra: ’ambiguita nella definizione di Ty, non puo essere risolta senza possedere una teo-
ria completa della quantum gravity e costituisce un grave ostacolo all’utilizzo della teoria
semiclassica per calcolare effetti di back-reaction.

32Fare questo perd genera la trace anomaly dei campi conformemente invarianti, per i quali
classicamente T%, = 0, mentre (T%,) # 0! L’investigazione di questa anomalia costituisce una
delle diramazioni della teoria dei campi nello spazio-tempo curvo, con una estesa letteratura.
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Chiaramente, questa prescrizione definisce (¢?(x)), e dunque (Tj;), per tutti
gli stati per i quali (¢(z)¢p(2’)) abbia la struttura singolare “di Hadamard” a
breve distanza. Uno stato che soddisfa questa condizione ¢ detto appunto di
Hadamard. Vista I'importanza di Ty, come osservabile, ¢ naturale richiedere
che tutti gli stati quantistici fisicamente accettabili soddisfino la condizione di
Hadamard. E logico perd chiedersi se esista in ogni spazio-tempo globalmente
iperbolico “un numero sufficiente” di stati di questo tipo. A questo proposito,
si prova che:

1. in uno spazio-tempo statico, lo stato di vuoto e gli stati “a n particelle”
ottenuti con la costruzione di sez. B.3.1] (dunque un insieme di vettori den-
so nello spazio di Fock della teoria) soddisfano la condizione di Hadamard
[Fulling et al. 1981];

2. la condizione di Hadamard é preservata nell’evoluzione dinamica del cam-
po [Kay e Wald 1991];

3. l'esistenza di un insieme denso di stati di Hadamard puo essere provata per
arbitrari spazio-tempo globalmente iperbolici deformandoli in modo che
siano isometrici “nel passato” a uno spazio-tempo statico, identificando i
generici stati del campo con quelli della costruzione in, e applicando i due
risultati appena enunciati.

Abbiamo cosi aggiunto una osservabile “esterna” all’algebra di Weyl degli ope-
ratori di campo smeared, restringendo opportunamente lo spazio degli stati
algebrici. Che cosa cambia, pero, dal punto di vista dell’equivalenza (unita-
ria oppure “fisica”) delle diverse H-teorie, ora che per gli stati ¢ richiesta la
condizione di Hadamard?

Cambiano molte cose: per universi chiusi (spazio-tempo con superfici di
Cauchy compatte) tutti gli stati di vuoto di Hadamard definiscono (attraverso
la costruzione GNS) rappresentazioni unitariamente equivalenti dell’algebra A.
La prova passa per il risultato di [Fulling et al. 1981], che dimostrano che per un
universo chiuso statico nel passato e nel futuro le costruzioni in e out sono uni-
tariamente equivalenti (esiste la matrice S); deformando un arbitrario universo
chiuso in modo che sia statico nel passato e nel futuro, e possibile identificare
due generici stati di Hadamard w’ e w” con due stati out: le rappresentazioni
costruite da w’ e w” sono pertanto equivalenti alla costruzione in e percid anche
tra di loro.

Per universi aperti, invece, [Verch 1994] ha provato che H-teorie di Hada-
mard unitariamente inequivalenti non possono essere distinte compiendo solo
misurazioni (anche perfette, a differenza del teorema di Fell) su regioni limitate
dello spazio-tempo. Non e necessario che le osservabili misurate appartengano
all’algebra di Weyl: devono pero soddisfare ’assioma di localita di pag. 1l
motivo fisico alla base di questi risultati e facile da capire. Il teorema di Stone-
von Neumann non vale per i campi quantistici, perché questi sono dotati di
infiniti gradi di liberta: la condizione di Hadamard sul limite a breve distan-
za della funzione a due punti impone un cut-off ultravioletto efficace ai gradi
di liberta del campo; gli infiniti gradi di liberta del lontano infrarosso possono
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Figura 3.2: La struttura dello spazio-tempo di Minkowski “dal punto di vista” di
Axel; diagramma di Penrose (vedi app. [B]) dello spazio-tempo di Schwarzschild
esteso

In entrambi i casi sono tracciate le orbite del campo di Killing “di stazionarieta”; e
evidente come la struttura dell’orizzonte biforcato sia la stessa.

essere controllati eliminandoli effettivamente (se I'universo ¢ chiuso e esiste per-
tanto una frequenza minima) oppure rendendoli inaccessibili all’osservazione, e
quindi, si puo argomentare, alla descrizione teorica.

In conclusione, le discussioni svolte in questa sezione e in quella precedente
dimostrano che [’apparente ambiguita nella definizione della teoria di campo
puo essere risolta adottando un concetto “fisico” di misurazione e/o imponendo
la condizione “fisica” di Hadamard sugli stati quantistici. Tenendo presente
questi accorgimenti, ¢ perfettamente legittimo limitarsi a una particolare H-
teoria (e non alla pin generale A-teoria) nello studio della teoria dei campi nello
spazio-tempo curvo.

3.4 L’effetto Unruh negli spazio-tempo curvi

Vogliamo ora generalizzare agli spazio-tempo curvi 'effetto Unruh, che abbia-
mo esaminato estesamente nel cap. [l per lo spazio-tempo piatto di Minkowski.
Ritorniamo per un momento alla struttura dello spazio-tempo indotta dal moto
di Axel (sez. [L2.IHI.2.2} fig. [3.2]): muovendosi nella regione I, Axel si trova sem-
pre nel passato causale della regione III (dalla quale non puo ricevere messaggi)
e nel futuro causale della regione IV (alla quale non puo inviarne), mentre ¢
sempre in relazione space-like con gli eventi della regione II. h™ e h™ sono per-
tanto orizzonti causali, in quanto delimitano il passato e il futuro causale della
worldline stazionaria di Axel.

II campo di Killing b* = g(z 0; + t0,.) & tangente alle traiettorie dei boosts
di Lorentz che collegano i sistemi di riferimento istantaneamente in quiete con
Axel a tempi diversi; la worldline di Axel ¢ contraddistinta da b*b, = —1. Ora,
b ¢ tangente (e normale) agli orizzonti ht e h™ e si annulla nella loro interse-
zione, la superficie bidimensionale x = t = 0. Vedremo come questa proprieta
sia cruciale per la sussistenza dell’effetto Unruh nello spazio di Minkowski, e
permetta un’estensione del concetto agli spazio-tempo curvi.
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3.4.1 Orizzonti di Killing biforcati

In generale, una ipersuperficie nulla h che ammette un campo di Killing x*
normale si dice orizzonte di Killing; se in piu x® si annulla su una ipersuperficie
space-like bidimensionale I' C h, la superficie h si dice orizzonte di Killing
biforcato.

E semplice vedere che in prossimita di I le orbite di y* assomigliano molto
a quelle di b* nel caso di Minkowski: come ¢ noto (vedi app. [A]), un campo di
Killing x* e determinato in tutto lo spazio-tempo dal suo valore e dal valore
di V,xp in un punto. Se ci mettiamo sulla superficie I', oltre a x* dovranno
annullarsi anche le componenti V,x; nelle direzioni tangenti a I". Ci riduciamo
cosl a un problema bidimensionale, e possiamo semplificare la discussione con-
siderando I' come un punto in una varieta differenziale a due dimensioni. Per
studiare la struttura delle orbite di x® in un intorno di I', possiamo esaminare
lazione di x® (cioe l'azione infinitesima dell’isometria generata da x®) su un
vettore v in T, che ¢ data (app.[A]) da

Lyar? = [x,v]” = =0V, x". (3.110)

Poiché I'equazione di Killing implica che V,x; € un tensore antisimmetrico, in
una varieta bidimensionale lorentziana la sua azione ¢, a meno di un fattore di
scala, quella di un boost di Lorentz infinitesimo:

Vax’ = c< ? (1) ); (3.111)

dunque le orbite hanno proprio la struttura di fig. In effetti, la condizione
che il campo di Killing x® si annulli in I ¢ sufficiente a provare che x® ¢ normale
alla superficie nulla h. Visto infatti che i vettori nulli su I" sono portati da y“
in multipli di sé stessi, e che le isometrie generate da campi di Killing portano
geodetiche in geodetiche (app.[Al), x* deve essere dovunque tangente (e quindi
normale) alle geodetiche nulle che generano h.

Poiché x® ¢ dunque tangente alla superficie nulla A, su tutto A varra x%y, =
0; allora V%(x®x,) sara ancora normale ad h, e dovra esistere una funzione x
(detta gravita superficiale) tale che

Ve (xxp) = —2kx° su h. (3.112)

E possibile dimostrare che x e costante lungo ogni orbita di x*: prendendo
la derivata di Lie dei due termini dell’eq. (3I12]) tutte le derivate £¢a &0 si
annullano e rimane solo

Leak =0 (3.113)

con un calcolo un poco piu complicato (Vedi ad es. [Wald 1984al) si puo provare
che

= =S (V) (Vo) (3114

e che inoltre
k= lim g(—x"xa)"?, (3.115)
€r—
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dove ¢ ¢ il modulo dell’ acceleraziond®y X°Vx¢/(—x%xa) delle orbite di .
Differenziando su I' I'eq. (3.114)) in una direzione tangente, ottieniamo

1
ks Vak = _§SC(V“xb)(VcVaXb) =
X (3.116)
= 55(VN) (Rasexa) = 0,

dove abbiamo utilizzato I'eq. (A12) e il fatto che x* = 0 su I'; dunque k non
cambia spostandosi tra le diverse geodetiche nulle che generano I', e la gravita
superficiale k & costante su tutto l'orizzonte di Killing biforcato.

3.4.2 L’effetto Unruh

Poniamoci ora nel caso di un generico spazio-tempo globalmente iperbolico
(M, gap) che possieda un orizzonte di Killing biforcato e una superficie di Cau-
chy ¥ che passa per la superficie di biforcazione I'. Per il ragionamento che
abbiamo svolto nella sezione precedente, lo spazio-tempo risulta diviso in 4
regioni analoghe a quelle di fig. B.2] definite da

regione I = I (R")nIt(h),
ioneII = It (hT)NI (h"),
restone +( )OI (R7) (3.117)
regione III = J™(I),
regione IV = J~(I),

dove con At e h™ distinguiamo le porzioni di orizzonte biforcato dirette nelle
due direzioni nulle a partire da I'. Per un insieme Q, I7(Q) e I~ (Q) designano
gli insiemi futuro e passato cronologici di @ (dati dagli eventi raggiungibili dai
punti di @ con curve time-like dirette rispettivamente nel futuro e nel passato);
JT(Q) e J7(Q) denotano invece gli insiemi futuro e passato causali (gli insiemi
degli eventi raggiungibili da @ con curve time-like o null-like).

Come nel caso dello spazio-tempo di Minkowski, € allora possibile formulare
una teoria di campo per tutto M considerando dati iniziali su 3 per i campi
classici, oppure scrivere una teoria per la sola regione I utilizzando la superficie
di Cauchy > NI

Si puo provare che la restrizione alla regione I dello stato di vuoto quanti-
stico “della teoria completa” é uno stato termico alla temperatura k/27 rispet-
to alla nozione di energia indotta dal campo di Killing x* [Kay e Wald 1991].
Precisiamo meglio il significato di questa affermazione:

1. per stato di vuoto quantistico “della teoria completa” si intende lo stato di
vuoto dell’H-teoria con funzioni di modo a frequenza positiva rispetto al
“tempo affine” delle geodetiche nulle che generano h. Nel caso particolare
dello spazio-tempo di Minkowski, questo coincide con la richiesta di modi
a frequenza positiva rispetto al tempo coordinato inerziale t;

338e x? all’infinito tende a una pura traslazione temporale (come nel caso di Minkowski e
della geometria di Schwarzschild, vedi sez. [L1.2]), (—Xaxa)1/2 ¢ il fattore di redshift gravita-
zionale (nota [ di pag. [[05]). & ha allora l'interpretazione di forza che deve essere esercitata
all’infinito per tenere ferma una test-particle vicino all’orizzonte; ovvero, di gravita superficiale.
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2. in generale, tuttavia, il “tempo affine” dell’orizzonte non ha alcuna in-
terpretazione fisica come tempo di una classe di osservatori; ¢ comunque
estremamente ragionevole imporre questa condizione perché uno stato di
vuoto che soddisfa alla condizione di Hadamard ed é invariante rispetto
alle isometrie generate da x® (come ¢ logico aspettarsi, almeno se x® &
il campo di Killing di stazionarieta dello spazio-tempo) appartiene ne-
cessartamente, se esist, a una H-teoria con modi a frequenza positiva
rispetto al “tempo affine” [Kay e Wald 1991];

3. per stato termico alla temperatura /27 si intende una matrice di den-
sita in cui a ogni stato e attribuito il peso di Boltzman e 2mE/5  dove
I’energia totale E' ¢ misurata rispetto al “tempo di Killing” v delle tra-
iettorie di x®, che soddisfa x*V,v = 1. Nel caso di Minkowski v coincide
con il tempo proprio di Axel, mentre per spazio-tempo generali assume il
significato di “tempo all’infinito spaziale” quando in quel limite x* tende
a una traslazione temporale (metriche asintoticamente statiche).

La ragione essenziale di questo risultato sta nella relazione, sull’orizzonte h,
tra il tempo di Killing v e il parametro affine V' delle geodetiche nulle, dovuta
solamente alla struttura di orizzonte biforcato di h. Tutte le altre simmetrie
dello spazio-tempo presenti nel caso di Minkowski non sono pertanto essenziali
per il risultato.

Abbiamo gia dimostrato che su h il campo di Killing x® ¢ tangente alle
generatrici nulle di h. Effettivamente, dall’eq. (3112]) segue che

X*Vax" = X", (3.118)

che assomiglia all’equazione del trasporto parallelo che definisce le geodetiche
(app. [A]), tranne che per il termine di destra non nullo: questo determina il
fattore di proporzionalita tra x“ e il vettore tangente u® delle geodetiche nulle,
dato da

u® = e "'\ (3.119)

si puo infatti verificare che questa definizione di u® soddisfa ’equazione delle
geodetiche u®V,u? = 0. Se ora sostituiamo u® nella relazione che definisce il
parametro affine V' delle geodetiche nulle, otteniamo

av
1 =u'V,V =e "'x'V,V = e_"w%; (3.120)

risolvendo poi I'equazione differenziale per V, si trova

V =rtem, (3.121)

34Non pud esistere, ad esempio, se x® non & globalmente time-like nelle regioni I e II. Se
pero esiste, se ne pud provare, sotto alcune ipotesi aggiuntive, ’unicita.

35In realtd questo & possibile solo per teorie di campo con uno spettro discreto per le soluzioni
classiche (cioe teorie in a box); nel caso piu generale si prova invece la condizione KMS (da R.
Kubo, P. C. Martin, J. Schwinger; vedi [Haag 1993]), che caratterizza i sistemi termodinamici
infinito-dimensionali all’equilibrio.
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e dunque

a

1
u a (3.122)

= WX .
L’eq. BI2I)) riproduce esattamente l’eq. (LIZ2I)) che regolava nel caso dello
spazio-tempo di Minkowski la relazione tra la coordinata nulla inerziale V e la
coordinata nulla di Axzel v. Ne segue che e possibile ripetere ’analisi che porta
alla costruzione dei modi di Unruh, quantizzando prima rispetto ai modi a fre-
quenza positiva “v” per poi costruire con questi i modi “di Unruh” a frequenza
positiva “V”; in particolare, si ottiene un’equazione simile alla (I.I37), dalla
quale segue il carattere termico della matrice di densita finale.

La temperatura misurata localmente da un osservatore che segue le orbite
di x? differira dalla temperatura di Hawking Ty = /27 di un fattore dato dal
rapporto tra il tempo di Killing v e il tempo proprio dell’osservatore:

Thoe = (—xax") /5= (3.123)
T
supponiamo che x* tenda a una traslazione temporale all’infinito spaziale; in
quel limite x,x* — —1 e la temperatura osservata sara proprio T3; la tempera-
tura misurata localmente da osservatori piu vicini a I sara invece blue-shifted
di un fattore (—xox®) /2 (dunque infinitamente blue-shifted per gli osservatori
quasi light-like schiacciati su h, dove xox® — 0).

L’eq. (B1I5) dimostra che la formula ([BI23]) riproduce correttamente la
temperatura g/2m dell’effetto Unruh “piatto”; nel limite di traiettorie molto
vicine ad h, comunque, la temperatura osservata ¢ la stessa in qualsiasi spazio-
tempo con un orizzonte biforcato. Il motivo fisico € che la struttura delle orbite
di x® nei pressi dell’orizzonte ¢, in un certo senso, singolare, e domina tutti gli
effetti di curvatura dello spazio-tempo, che sono sempre finiti.

3.4.3 Un assaggio di effetto Hawking e un addio allo spazio-
tempo di Minkowski

Sarebbe deludente lasciare questo capitolo senza almeno un esempio esplicito
di effetto Unruh nello spazio-tempo curvo. Un caso interessante ¢ dato dal-
lo spazio-tempo di Schwarzschild esteso (app. [Bl), il cui campo di Killing di
staticita, (0;)®, genera un orizzonte di Killing biforcato (fig. B.2]). La gra-
vita superficiale ¢ kK = 1/4M, e lo stato di vuoto di Hadamard, invarian-
te rispetto alle isometrie generate da (0;)%, ¢ detto vuoto di Hartle-Hawking
[Hartle e Hawking 1976].

Questo stato sara dunque uno stato termico con una temperatura osservata
all'infinito Ty = 1/87 M, o, rimettendo a posto le costanti, di

hie3 M
T — —6.10-8 (2o 124
n= e 010 <M> ’ (3.124)

dove My ¢ la massa del sole. Tuttavia, sebbene la temperatura sia la stessa,
questo non é effetto Hawking, che descrive il processo di creazione di particelle
da parte di un buco nero formatosi per collasso gravitazionale, e che studieremo
in sez. L3l 11 vuoto di Hartle-Hawking, infatti, oltre che dalla singolarita di
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buco bianco (gia per sé stessa problematica dal punto di vista della “fisicita”),
implica una radiazione termica entrante dall’infinito della regione I correlata
con un simile radiazione entrante dall’infinito della regione II.

A differenza dell’effetto Hawking, inoltre, I'effetto Unruh non puod essere
esteso ai buchi neri rotanti “eterni” (ne parleremo in sez. [L.2.2]); per questi non
esiste uno stato di vuoto con le caratteristiche richieste piu sopra al punto 2

Dal prossimo capitolo in poi ci occuperemo esclusivamente di buchi neri e
dei loro aspetti termici. Prima di abbandonare definitivamente lo spazio-tempo
di Minkowski, vogliamo fare un ultima considerazione. Abbiamo visto (in sez.
[LT7) come per moti stazionari diversi dal moto uniformemente accelerato un
detector rilevi una radiazione “quasi-termica”. Ci si puo chiedere se i campi di
Killing associati a questi moti inducano una struttura dello spazio-tempo simile
a quella che abbiamo utilizzato per caratterizzare geometricamente l’effetto
Unruh.

La risposta é no (evidentemente il “quasi” ¢ molto importante): conside-
rando il piu generale campo di Killing ottenibile combinando le 10 isometrie
dello spazio-tempo di Minkowski e richiedendo che questo si annulli su una
superficie bidimensionale, non si trova nessuna soluzione oltre ai boosts puri,
corrispondenti al moto uniformemente accelerato di Topo Prettolosd®d.

361] pitt generale campo di Killing dello spazio-tempo di Minkowski & dato da

b =go(x Ot +10z) + gy(y Or +10y) + g=(20: + £ 02)+
+ fa(20y —y0:) + fy(x0: — 20:) + f2(y Ou — 2 0y)+ (3.125)
+ htat + hzaz + hyay + hzaz

(vedi anche la sez. [[33)); b* si annulla per le soluzioni di

0 9 g9y 9
gz 0 —f= fy
9y f= 0 —fa
9= —fy Ja 0

perché b* si annulli su una superficie bidimensionale il rango della matrice al primo termine
deve essere < 3; calcolando esplicitamente i minori, si vede che perché cio avvenga devono
annullarsi tutti gli (f, g,h) oppure deve essere fzg + fygy + f29- = 0. Questo corrisponde a
boosts ortogonali alle rotazioni spaziali; si vede pero che la struttura dello spazio-tempo che
si viene a creare non porta a un orizzonte biforcato se non nel caso di f tutti nulli (Peffetto
Unruh “puro”).

t

8

; (3.126)
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Capitolo 4

Termodinamica del buchi neri

Gia nel 1795 Laplace si era reso conto che, nel quadro della gravitazione new-
toniana e della teoria corpuscolare della luce, un oggetto dotato di massa suffi-
cientemente grande ¢ in grado di catturare tutti i raggi di luce che emette o che
lo raggiungono, risultando invisibile. Per il concetto contemporaneo di buco ne-
ro si & dovuto aspettare il 1939, quando Oppenheimer e Snyder, studiando con
i metodi della relativita generali i processi di collasso stellare, hanno scoperto
che e possibile che si formi una regione di spazio-tempo alla quale & preclusa la
comunicazione con il resto dell’universo.

I buchi neri costituiscono uno degli oggetti piu affascinanti della fisica mo-
derna, e la letteratura sull’argomento ¢ immensa. Questo capitolo non si
propone, ovviamente, di rivaleggiare con i testi “sacri” [Misner et al. 1973
Wald 1984al,(Chandrasekhar 1983], dai quali invece attinge liberamente per pro-
porre un veloce itinerario che ci conduca a quanto a noi interessa maggiormente:
le leggi della termodinamica dei buchi neri (sez. [A2]) e il quantum black hole

(sez. [A.3).

4.1 La geometria di Schwarzschild

Storicamente, lo studio dei buchi neri si & concentrato in un primo momento
sull’analisi di soluzioni esatte delle equazioni di Einstein, prima fra tutte la me-
trica derivata da Schwarzschild nel 1916, che descrive il buco nero piu semplice
perché dotato di maggiore simmetria. Nel 1965 un articolo di Roger Penros
ha dato il via a una nuova fase dell’indagine, caratterizzata dall’'uso di metodi
globali, attenti cioe alla struttura complessiva dello spazio-tempo e in partico-
lare alla sua struttura causale (si veda I'app. [Bl per una breve introduzione).
Nella nostra esposizione studieremo brevemente una soluzione esatta (proprio
quella di Schwarzschild) per evidenziarne poi le proprieta globali e ottenere
conseguentemente una definizione generale di buco nero.

! [Penrose 1965], il primo dei lavori sulle “singolarita”.
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4.1.1 1l campo esterno di una stella sferica

-1
ds? = — (1 - ¥> dt? + (1 - ¥> dr® +72(d6? +sin?0dh).  (4.1)
Questa e la venerabile metrica di Schwarzschild, originariamente derivata per
descrivere il campo gravitazionale esterno di una stella neutra a simmetria
sferica. La sua rilevanza deriva dal fatto che se una regione di spazio-tempo
che soddisfa alle equazioni di FEinstein nel vuoto & sfericamente simmetrica,
allora la sua geometria coincide con una parte o con tutta la geometria descritta
dall’eq. (A1) (teorema di Birkhoff); in altre parole, la pit generale soluzione
delle equazioni di Finstein nel vuoto dotata di simmetria sferica é quella di
Schwarzschild.

Precisiamo innanzitutto che, vista 'invarianza per diffeomorfismi della teo-
ria, la definizione che bisogna dare di “simmetria sferica” non puo essere inge-
nuamente legata a una particolare scelta di coordinate. Diremo invece che una
regione di spazio ¢ sfericamente simmetrica se ammette un gruppo di isometrie
isomorfo al gruppo delle rotazioni spaziali SO(3), e se le orbite di queste iso-
metrie foliano lo spazio in 2-superfici con la topologia di una superficie sferica
S52. 1 teorema di Birkhoff pud essere provat(E scrivendo la metrica in una for-
ma sufficientemente generale, e poi dimostrando che le equazioni di Einstein
implicano per un’opportuna scelta di coordinate 1’eq. (4.1]).

Quando diciamo che la metrica di Schwarzschild descrive il campo gravita-
zionale esterno di una stella, intendiamo che 'espressione di eq. (4.J]) ¢ valida
solo per r > ro(t), dove ro(t) ¢ il “raggio stellare”; per raggi inferiori ¢ natural-
mente necessario scrivere un’altra metrica che sia soluzione delle equazioni di
Einstein con materia. Abbiamo espresso rg come funzione di ¢ perché prevedia-
mo che la stella possa evolversi mutando il suo raggio. Dato che le equazioni
di Einstein proibiscono onde gravitazionali di monopolo, ’evoluzione a stretta
simmetria sferica della metrica interna non puo pero in alcun modo influire
sulla metrica della regione esterna. E per questo che, con la sola assunzio-
ne di simmetria sferica, il teorema di Birkhoff implica che lo spazio-tempo sia
stazionaria-l.

I nomi delle coordinate di eq. (AJ]) non sono scelti a caso: per r — oo la
metrica tende alla metrica piatta di Minkowski (espressa in coordinate sferiche),
cosicché ¢ ha l'interpretazione di “tempo all’infinito”; dato poi che I'area delle
superfici sferiche descritte da 6 e ¢ & 472, r ¢ effettivamente il “raggio fisico”.
Il parametro M invece merita il suo nome perché si comporta come massa
gravitazionale newtoniana all’infinito (vedi nota [0l a pag. [L06]).

Tutto questo e vero nella regione r > 2M; per r < 2M, invece, le coordinate
t ed r “si scambiano i ruoli”: t diventa space-like ed r time-like. Inoltre, sulla
superficie r = 2M e per r = 0 la metrica diviene singolare: come vedremo, per
r = 2M cio & causato dall'inadeguatezza delle coordinate (t,7,6, ¢) a descrivere
la geometria dello spazio-tempo; » = 0, invece, € una vera e propria singolarita
fisica.

2Per questo, e in generale per lo studio della geometria di Schwarzschild, si veda
[Misner et al. 1973].
3 Abbiamo definito il concetto di spazio-tempo stazionario in sez. B3.11
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4.1.2 Moto delle test-particles nella geometria di Schwarzschild

Lo studio delle geodetiche nella geometria di Schwarzschild ¢ di per sé interes-
sante perché costituisce il “problema di Keplero” general-relativistico; in piu,
ci permettera di esaminare da vicino le “singolarita” » = 2M e r = 0. In que-
sta sezione lasciamo che la metrica di Schwarzschild descriva anche la regione
che dovrebbe essere coperta dalla metrica interna della stella; le geodetiche che
non si spingono oltre r = rg, tuttavia, sono necessariamente comuni alle due
geometrie (Schwarzschild e stella a simmetria sferica).

Come sappiamo (vedi app. [A]), se uno spazio-tempo ammette un campo
di Killing £, lungo ogni geodetica con vettore tangente u® sara conservato
lo scalare u®¢,. La metrica di eq. (41 ammette quattro campi di Killing
indipendenti: la “traslazione nel tempo” (0)® e i tre generatori delle rotazioni
spaziali. Questo ci permette di definire per ogni geodetica time-like P(7) =
(t,r,0,0)(T) quattro grandezze conservate: ’energia all’infinit

dt

E=m(l- 2M/T)E’

(4.5)

e le tre componenti del momento angolare all’infinito, che scriviamo introdu-
cendo le coordinate “cartesiane™ x:

da®

Senza perdita di generalita, possiamo allora porci nel caso di geodetiche equa-
toriali ( = w/2) e considerare le grandezze conservate E e

d
L= mr2—¢. (4.7)
dr

La condizione di mass-shell u*u, = —1 implica

—1=—(1-2M/r) (j—i)z + (1 —2M/r)7! <Z—:>2 + 72 <Z—f>2; (4.8)

(E/m)? 1 dr\* (L/m)?
R By vy e ey s <E> T

(4.9)

1L’eq. [@3X) & conosciuta come legge del red-shift gravitazionale perché permette di calcolare
il modo in cui l'energia di una particella (o di un fotone) misurata localmente cambia mentre
questa si muove via da o verso lorigine del campo gravitazionale. Un osservatore fermo in r’
nella geometria di Schwarzschild € caratterizzato dalla tetrade

((1 —2M /') 28, (1 — 2M /1) 20,1 By, (' sin 9)‘189) , (4.2)
e Penergia di una particella che lo sorpassa con 4-velocita u® = dP/dr gli appare

Broe = (1 — 2M/r")"Y2(8,) *mu, = m(1 — 2M /r')?dt/dr; (4.3)
Eloe = (1 —2M/r")"Y/?E; (4.4)

Penergia all’infinito E & percio red-shifted rispetto a quella misurata a raggi finiti.
5Ovvero legate nel modo usuale da seni e coseni alle coordinate sferiche (r, 8, ¢).
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<%>2 = B2 7%, (4.10)

dove
V3(r) = (1 —2M/r)(1 + L?/r?), (4.11)
E=E/m, L=L/m. (4.12)

L’eq. (A10]) governa il moto radiale di una test-particle nel potenziale effettivo V;
le eq. (£5)) e (@6]) completano la descrizione della traiettoria nello spazio-tempo.

1l potenziale V(r) = [(1 — 2M/r)(1 + L?/r?)]'/? & funzione del parametro
E/M, ma tende comunque a 1 per 7 — oo e a 0 per r — 2M; per r < 2M ¢
definito soltanto V2, che & negativo e assume valori arbitrariamente grandi in
valore assoluto per » — 0. Avremo percio traiettorie “libere” provenienti dal
r — 400 soltanto per E > 1. Inoltre, le geodetiche che superano la superficie
r = 2M provenendo dalla regione esterna non possono piu invertire il proprio
moto (perché (dr/dr)? non puod annullarsi) e sono condannate a incontrare la
singolarita r = 0. Le caratteristiche qualitative del moto radiale per diverse
costanti del moto E e L si possono inferire dal grafico di f/(r) e sono discusse
in fig. E1l Le geodetiche che si mantengono a grandi raggi e velocita non
relativistiche approssimano molto bene le orbite coniche di Keplerd?.

Si noti che le geodetiche che attraversano la superficie r = 2M sono regolari
per tutti gli » > 0; l’attraversamento, a partire da r — 400, avviene entro un
valore finito del tempo proprio 7 e gli eventuali osservatori in moto su quelle
geodetiche non percepiscono nessun effetto fisico che permetta loro di “accor-
gersi” dell’orizzonte. Geometricamente, pertanto, la teoria & ben definita; la
degenerazione della metrica [@J]) in » = 2M ¢ dovuta al peculiare rapporto
tra il tempo ¢ degli osservatori “all’infinito spaziale” e il tempo proprio delle
geodetiche: dato che dt/dr — +oo per r — 2M, a tempi propri che si av-
vicinano al tempo finito di attraversamento corrispondono tempi “all’infinito”
sempre piu grandi. Dal punto di vista degli osservatori all’infinito, insomma,
le test-particles appaiono avvicinarsi sempre piu lentamente all’orizzonte degli

6 Limite newtoniano dell’eq. @I0): per |[E—1] < 1,7 < M, r < L si pud definire I’energia
cinetica non relativistica all’infinito
(B> —1) = v, (4.15)

€ =

N =
N

(dato che E ~ m(1 —v%) Y2, dove v = |dz'/dr|); il potenziale effettivo newtoniano vale

1 M L?
L’equazione del moto radiale si scrive allora
1 (dr\®> M L2
(=) 242 —¢ 4.1
2 (dT) r + 2 © (4.17)

e riproduce esattamente, insieme a d¢/dr = L/, le equazioni newtoniane per il moto intorno
a una massa M.
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r=2M
A
Vi(r)

L/M=3.75

\Z/M:2\/§

Figura 4.1: Potenziale efficace V per il moto radiale di test particles massive
nella geometria di Schwarzschild

Analisi qualitativa delle geodetiche di Schwarzschild:

1. Per L/M > 4 il potenziale effettivo ammette un minimo in r_ e un massimo in

4 (con V(ry) > 1). Esistono delle orbite legate per V(r_) < E < 1, con punti di
inversione dove la retta di energia costante F interseca il potenziale; le particelle
che arrivano dall’infinito con energia compresa tra 1 e f/(mr) raggiungono un
raggio minimo e ritornano all’infinito; ma le particelle con E> f/(hr) superano
necessariamente r = 2M.

. Per 2v/3 < L/M < 4 il potenziale effettivo ammette ancora un minimo e un

massimo (con ?(Tt) < 1). Esistono orbite legate per V(r_) < E < V(ry); le
particelle con E > V(r4) finiscono necessariamente in r = 2M.

. Per L /M < 23 il potenziale decresce monotonamente avvicinandosi a r = 2M;

non ci sono orbite legate e tutte le particelle attraversano r» = 2M.

. Per f//M > 24/3, in corrispondenza dei minimi e dei massimi del potenziale ci

sono orbite circolari rispettivamente stabili e instabili. Risolvendo V’ (r)=0si
trova la posizione degli estremi:

L2 2/72
ri—W (1$\/1—12M /L ; (4.13)

utilizzando ora le eq. ({5 e ([@6) & possibile dimostrare che per tutte queste
orbite circolari vale la relazione di Keplero

wird = M, (4.14)

dove w = dg¢/dt & la “velocita angolare all’infinito”.
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eventi senza mai attraversarlo. Per rimuovere la degenerazione della metrica
sarebbe percio sufficiente abbandonare ¢ e scriverla, in un intorno di » = 2M,
in funzione del tempo proprio di una delle tante geodetiche che attraversano
I’orizzonte.

4.1.3 Mesdames e Messieurs, ¢ Buchi Nert!

Cosa succede invece per ¥ — 07 La geometria “impazzisce”: la curvatura
diventa sempre piu grande (formalmente si vede che lo scalare di curvatura
Rapea R — +00), cosicché in r» = 0 la metrica di Schwarzschild non ¢ solu-
zione delle equazioni di Einstein. Poiché in relativita generale lo spazio-tempo
¢ definito come una varieta metrica che le soddisfa, » = 0 resta al di fuori della
geometria dello spazio-tempo: € una singolaritd, un punto riguardo al quale la
teoria non ¢ in grado di fare predizioni! Questo ¢ indubbiamente un problema,
perché tutte le geodetiche che attraversano r = 2M terminano necessariamente,
con un tempo proprio ﬁm’tzﬂ, in r = 0. In effetti, la definizione piu generale
di singolarita le caratterizza proprio come i punti che si rendono responsabili
dell’incompletezza delle curve geodetiche.

Ma c’e di piu: non solo le geodetiche, ma tutte le curve causali che attraver-
sano r = 2M devono finire in » = 0. Vediamo perché, chiedendoci innanzitutto
che tipo di superficie ¢ r = 2M. 1l vettore normale n® alla superficie r —cost = 0
¢ dato dal duale del differenziale d(r — cost):

n® = g®(dr), = (1 — 2M/r)(;)% (4.18)

in r = 2M, n®n, si annulla: una superficie con vettore normale nullo ¢ pure
nulla, e in quanto tale puo essere attraversata da una curva causale soltanto in
un senso. Non c’¢ nulla di particolare in questo (il cono di luce futuro di un
qualsiasi evento ha la stessa proprietal); per r < 2M, tuttavia, la coordinata
di Schwarzschild “di tipo tempo” diventa r: i coni di luce futuri sono rivolti
nella direzione di v decrescente, e percio per lo stesso motivo per cui “il tempo
non si ferma mai” ogni curva causale non puo fare a meno di precipitare nella
singolarita.

Cio significa che tutti gli eventi all’interno della superficie r = 2M non
possono esercitare nessuna influenza causale sul resto dello spazio-tempo. Si
recupera cosi l'idea di Laplace di una stella “invisibile”; visto pero che Einstein
ci ha abituato a identificare I'idea di “luce” con quella di “interazione causale”,
per noi “invisibile” ha il significato piu forte di causalmente isolato. L’inverso,
naturalmente, non e vero: tutti gli osservatori esterni hanno in ogni momento
Popportunita di inviare un raggio in luce in quello che ora chiamiamo “buco
nero” (o, se proprio vogliono, di andarvi di personal!)

Siamo ora pronti a dare la promessa definizione globale di buco nero, che sara
quella a cui faremo riferimento nel resto di questo lavoro. Con i metodi di app.
[Blpossiamo definire un “infinito futuro” (pit precisamente 1'infinito nullo futuro

" Anche se chiunque decidesse di intraprendere un tale viaggio avrebbe abbastanza problemi
prima di arrivare in r = 0 per preoccuparsi troppo della singolarita. Per un racconto vivace
ma un po’ sadico si veda “The fate of a man who falls into the singularity at » = 0”, ovvero
“Gore at the singularity”, [Misner et al. 1973l §32.6].
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Figura 4.2: Diagramma di Penrose (app. [B) del processo di collasso
gravitazionale di una stella sfericamente simmetrica

La regione di spazio-tempo occupata dalla materia stellare € mostrata in grigio
piu scuro; la regione piu chiara & sempre descritta dalla metrica di Schwarz-
schild. Nei diagrammi di Penrose, le curve nulle sono sempre a 45° rispetto alla
verticale; & percio chiaro che la regione di buco nero oltre h™ ¢ esclusa dal passato di JT.

JT per gli spazio-tempo asintoticamente piatti) tale che per uno spazio-tempo M
well-behaved, IT “vede” tutto M, ovvero il suo passato causale J~ (J*1) coincide
con l'intero M. Cio implica che tutte le curve causali di M devono raggiungere
prima o poi JT. Nel caso di Schwarzschild, invece, la regione “di buco nero” ¢é
esclusa dall’interazione causale con linfinito futuro nullo J* e non appartiene
al passato causale. La superficie r = 2M ¢ il confine di J~(J7) ed & conosciuta
come orizzonte degli eventi h™. L’orizzonte degli eventi & percorso dagli ultimi
raggi di luce che riescono a non cadere nel buco nero, arrivando infine in J*.
Bene, ecco allora la nostra definizione globale: un buco nero & il comple-
mento, in uno spazio-tempo M, del passato causale dell’infinito futuro nullo:

(black hole) = M — J~(J7). (4.19)

Torniamo alla nostra stella sfericamente simmetrica, il cui campo gravitazio-
nale esterno ¢ descritto dalla metrica di Schwarzschild. Concentriamoci sulla
superficie r = rg della stella: dato che le metriche interna ed esterna devono
saldarsi in modo liscio, 1 coni di luce su r = rg sono descritti dalla metrica di
Schwarzschild. Percio se 'evoluzione della metrica interna della stella porta
la sua superficie in r = 2M, questo € sufficiente a confinarla per sempre nella
regione di spazio v < 2M , impedendole ogni interazione causale con l’esterno e
spingendola verso coordinate r sempre pit piccole (fig. [A.2]).

Si noti che a causa della degenerazione della metrica quando questa e scritta
nelle coordinate r e t, non e possibile descrivere questo processo studiando
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ro come funzione di ¢: dal punto di vista dell’osservatore all’infinito la stella
appare avvicinarsi in modo sempre pil lento all’orizzonte degli eventi senza mai
raggiungerlo, mentre la sua emissione luminosa diventa sempre piu rossa@.

Prima che rg raggiunga 2M, la geometria della regione interna della stella
& governata da una metrica diversa da quella di Schwarzschild: in generale, la
metrica interna sara regolare in v = 0 e da ogni r sara possibile inviare segnali
all’infinito futuro. Insomma, non c¢’¢ nessun buco nero!

Dopo che la superficie della stella ha attraversato r = 2M, i coni di luce
indotti su r = ro dalla geometria di Schwarzschild (valida anche dove le due
metriche si saldano) costringeranno la materia stellare a comprimersi in regioni
di raggio sempre piu piccolo e, dopo un breve tempo proprio, nel solo punto
r = 0. A descrivere lo spazio-tempo rimarra allora la geometria di Schwarzschild
“pura”, che é singolare in r = 0.

[Penrose 1965] ha dimostrato che la formazione di una singolaritd non &
una caratteristica limitata a questo processo di collasso gravitazionale, ma é
inevitabile ogniqualvolta lo spazio-tempo contenga una superficie intrappolata,
ovvero una 2-superficie spaziale di topologia S? tale che le curve nulle che ne
limitano il futuro causale siano convergenti’] (questo ¢ proprio il caso della
superficie sferica r = ry della nostra stella per rg < 2M). In particolare, ogni
buco nero (nella sua definizione globale) conterra una singolarita.

Lo studio delle singolarita ¢ stato un argomento centrale nello sviluppo dei
metodi globali della relativita generale; uno dei risultati eclatanti ¢ stata la di-
mostrazione che, sotto alcune ipotesi sul tensore di energia-impulso (rese plau-
sibili nel nostro universo dalla presenza della radiazione cosmica di fondo), ogni
spazio-tempo ammettera almeno una singolarita (identificabile con la singola-
rita iniziale di big-bang). Questo & un modo molto crudo di porre la questione:
per ulteriori approfondimenti si rinvia all’ottima rassegna di [Tipler et al. 1980].

La presenza di una singolarita dello spazio-tempo (a parte la singolarita di
big-bang che gode di uno status particolare) ¢ particolarmente sgradevole se
si ammette che questa sia “visibile” dall’infinito futuro (cio¢ sia compresa nel
passato causale di J*). Si immagini ad esempio di formulare il problema di
Cauchy per un campo di materia su un tale background: come si possono asse-
gnare le condizioni iniziali sulla singolarita? In questi casi si parla di singolarita
nude; per evitarle, si & postulato un principio di censura cosmica (“cosmic cen-
sorship”): tutte le singolarita devono essere “nascoste” da un orizzonte degli
eventi, come nel caso dei buchi neri (esistono varie formulazioni tecniche pitu o
meno forti: si vedano [Tipler et al. 1980} Wald 1984al).

4.2 Termodinamica dei buchi neri

Nelle prossime sezioni vedremo che e possibile sviluppare una impressionan-
te serie di analogie tra la “dinamica” dei buchi neri e la termodinamica dei

8Vedi nota @ a pag. [0Bl Se si ammette perd che la luce & emessa dalla stella in modo
quantizzato, ci sard in un tempo finito un ultimo debolissimo luccichio. Dopoché, il buio.
9Si potra comprendere meglio questa affermazione alla luce dei risultati di sez. 24l e di

app. [Al
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sistemi “ordinari” all’equilibrio: entrambe sono caratterizzate da un numero
piccolo di parametri “macroscopici”, e per entrambe si possono scrivere quattro
leggi formalmente molto simili. Infine, & possibile dare un contenuto fisico al-
Iidentificazione formale tra i parametri “macroscopici” dei buchi neri e quelli
della termodinamica “ordinaria”: in particolare, si puo interpretare ’area del-
Porizzonte degli eventi, che per i buchi neri gioca il ruolo di “entropia”, come
entropia informazionale di Shannon (sez.[£3.1]); inoltre, sulla base della teoria
dei campi sul background di un buco nero formatosi per collasso gravitazionale,
e possibile dimostrare che il buco nero emette una radiazione termica a una
temperatura esattamente proporzionale alla gravita superficiale dell’orizzonte,
che svolge la parte della “temperatura” del buco nero nella nostra analogia (sez.

133 e seguenti).

4.2.1 1 teoremi no hair

La caratteristica principale dei sistemi termodinamici all’equilibrio e di essere
caratterizzati da un numero piccolo di grandezze macroscopiche, come I'energia
interna, il volume, la temperatura e la pressione. A ogni stato macroscopico
del sistema corrispondono molti possibili stati microscopici, che sono pero tutti
equivalenti dal punto di vista fenomenologico. In questo senso si parla di coarse-
graining dei parametri termodinamici: una loro configurazione rappresenta
infatti una classe di stati microscopici osservativamente indistinguibili.

Per quanto riguarda i buchi neri, ci si aspetterebbe che la loro definizione
globale (come regione dello spazio-tempo esclusa dal passato causale di JT)
sia soddisfatta da un vasto insieme di soluzioni delle equazioni di Einstein. Si
puo invece dimostrare che con l'ipotesi aggiuntiva (molto forte) di stazionarieta
dello spazio-tempo, il campo esterno di tutti i possibili buchi neri é descritto
da un’unica famiglia di soluzioni a tre parametri. La prova e distribuita in una
serie di teoremi (detti no-hair theorems, poiché dimostrano 'assenza di “peli
superflui” intorno ai buchi neri) pubblicati tra il 1967 e il 1975 da Israel, Carter
e Hawkin@:

1. Hawking 1971, 1972: tutti i buchi neri stazionari devono avere un oriz-
zonte con topologia sferica; devono inoltre essere statici o assialmente
simmetrici;

2. Israel 1967, 1968: ogni buco nero statico con un orizzonte a topologia
sferica ha campi esterni determinati soltanto dalla sua massa M e carica
Q, e descritti dalla soluzione di Schwarzschild per @) = 0 e dalla soluzione
di Reissner-Nordstrom per @ # 0;

3. Carter 1970, Mazur 1982: tutti i buchi neri con simmetria assiale, carichi
o no, ricadono nella famiglia dei buchi neri rotanti di Kerr; una genera-
lizzazione a buchi neri con carica magnetica ¢ possibile utilizzando una
trasformazione di dualita;

197 riferimenti bibliografici si possono trovare in [Misner et al. 1973} [Wald 1984a].
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4. ci sono altre analisi (Bekenstein 1972, Hartle 1972, Teitelboim 1972) che
escludono la possibilita che il buco nero eserciti interazioni deboli o forti
causate dai leptoni e barioni che vi sono caduti dentro.

4.2.2 Buchi neri stazionari: massa, carica e momento angolare
all’infinito

I buchi neri di Schwarzschild, Reissner-Nordstrom e Kerr sono casi partico-
lari di un’unica famiglia (di Kerr-Newman), la cui geometria si puo scrivere,
generalizzando la metrica di Schwarzschild, nella forma (di Boyer-Lundquist)

A : 20 2
ds?® = —F[dt—asin29d¢]2+snpl2 [(7“2+a2)dgb—adt]2+%dr2+p2d02, (4.20)
dove
A=7r?—2Mr+a® + Q2 (4.21)
p? =r? +a*cos® 0, (4.22)
con M? > Q? + a?; (4.23)

il campo elettromagnetico, espresso come 2-forma, ¢ dato da

F=Qp *(r? —a®cos?0)dr A [dt — asin® 6 df]+
+2Qp tarcosOsinfdl A [(r* + a*)dh — adt]. (4.24)

La metrica di Boyer-Lindquist descrive buchi neri stazionari eterni, che si esten-
dono cioe in tutto lo spazio-tempo e non soltanto nel futuro di un processo di
collasso gravitazionale. Poiché la metrica e invariante per inversione temporale,
oltre al buco nero ¢ sempre presente una regione di buco bianco (vedi app. Bl
esclusa dal futuro causale dell’infinito nullo passato J™.

Puo sembrare che per la loro simmetria questi buchi neri costituiscano casi
molto speciali, e non rappresentativi dei buchi neri “fisici”. Tuttavia, si conget-
tura (con forti indicazioni in questo senso; si vedano ad es. [Misner et al. 1973
Wald 1984al):

1. che tutti i processi “fisici” di collasso gravitazionale per i quali si forma
una superficie intrappolata non diano origine a una singolarita nuda, ma
a un buco nero;

2. che tutti i buchi neri incipienti (ovvero prodotti dal collasso gravitaziona-
le) si assestino dopo un breve tempo in una fase finale stazionaria descritta
da una delle soluzioni di Kerr-Newman.

Per i buchi neri di Kerr-Newman 'orizzonte degli eventi si trova in
rn =M+ /M2 — Q2% — a?; (4.25)

in effetti ci sono due distinti orizzonti: l'orizzonte futuro h™, boundary del
buco nero, e 'orizzonte passato h~, che limita il buco bianc. h* e h™ sono

114 sono altre sorprese legate alla struttura globale dei buchi neri di Kerr-Newman; si veda
ad esempio [Misner et al. 1973| per una discussione dell’estensione massimale della geometria
di Reissner-Nordstrom.
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comunque connessi dalla superficie t = 0, e li indicheremo insieme come h =
htUh™.

Nelle eq. ([4.20)-(@.25) appaiono i parametri M, Q e a = J/M, a cui si
puo dare l'interpretazione di massa, carica e momento angolare per unita di
massa, all’infinito. Vediamo come. In generale, massa e momento angolare di
un sistema isolato si possono definire ponendosi nella regione asintoticamente
piatta di campo debole; con un’appropriata scelta del sistema di coordinate
(“centrato intorno alla sorgente”, e “in quiete rispetto ad esso”) la metrica
asintotica assume la forma [Misner et al. 1973]

oM 2M? 1
ds? = — |1 - —+— 4+ 0( = )| d®*+
r r2 r3

L 1 , 2M  3M? 1 ,
— |:4€jkl ka—g + O(EH dtd:rH—[(l + - + 2—742> Ok + O<r_3>] da? dz®,
(4.26)

dove per i sistemi debolmente gravitanti, ovvero per i quali 'influenza della
gravita sulla struttura interna ¢ trascurabile, si puo scrivere

M = /TOO d3a;,

krl0 3
Jj:/ejklx T d’z,

e dunque M e J; sono effettivamente la massa-energia e il momento angolare del
sistema. M puo essere valutato esaminando il moto di una test-particle neutra:
per un raggio abbastanza grande l'orbita sara approssimativamente kepleriana
ed M sard dato da 472R3/T?. J; pud essere invece misurato studiando la
precessione rispetto al sistema di coordinate asintotico (“delle stelle fisse”) di
un giroscopio tenuto fermo nella regione di campo debole.

Per i sistemi (come i buchi neri) per cui 'eq. (£27]) non ¢ piu valida, appare
ragionevole interpretare ancora M e J; come massa e momento angolare, dato
che la loro definizione operativa ¢ la stessa. Se ora sviluppiamo la metrica di
Boyer-Lindquist (4.20]) in potenze di 1/r,

102
ds? — — [1_ 2M +O<i>} a2 — [MJrO(T_lzﬂ dt do+

r r2 r

(4.27)

- [1 + 0<%>] [dr? +1?(d6 +sin? 0 dg?)|, (4.28)

e la confrontiamo con 'eq. (£.20), scopriamo che M e J si meritano effettiva-
mente i loro nomi.

Per quanto riguarda @, notiamo che lontano dal buco nero il campo elet-
tromagnetico ha componenti dominanti

Q
E?” = ﬁ7
2
B, = %a cos 6, (4.29)
r
By = @ sin 6;

r3
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Q@ ¢ pertanto la carica del buco nero, mentre QQa ¢ il suo momento di dipolo

magnetic.

4.2.3 Frame-dragging e principio zero della termodinamica

Tutti i buchi neri di Kerr-Newman, oltre a essere stazionari, ammettono una
simmetria assiale: questo si riflette nel fatto che tutti i coefficienti della metrica
#20)) sono indipendenti sia da t che da ¢; i campi vettoriali (9;)* e (94)"
saranno pertanto campi di Killing. Possiamo allora definire per le geodetiche
time-like delle quantita conservate (la massa e la componente “z” del momento
angolare, all’infinito) in modo analogo a quanto abbiamo fatto in sez. per
il moto delle test-particles nella geometria di Schwarzschild.

Il fatto che il buco nero sia dotato di un momento angolare intrinseco induce
un fenomeno (puramente general-relativistico) molto interessante: il dragging
dei sistemi di riferimento inerziali. Consideriamo infatti un osservatore che
si muove su una worldline a r e 6 costanti; una tale traiettoria ¢ stazionaria
(anche se in generale non geodetica), e la sua 4-velocita puo essere scritta con
i due campi di Killing che abbiamo appena trovato:

N ((at)a + w(a¢)a) , (4.30)
dove w = d¢/dt & la velocita angolare all’infinito dell’osservatore, e u; ¢ dato

dalla normalizzazione a —1 di u®. Non tutte le velocita angolari sono possibili:
u® deve stare all’interno del cono futuro di luce, e pertanto deve essere

2
((@)a + w(%)“) = gt + 2wGs + Wigss < O; (4.31)
questa condizione induce dei limiti per w:

Wmin < W < Wnax,

2 (4.32)
9ot ot gt
Wmin,max = _ 28 + <i> - .
9o oo oo
Lontano dal buco nero, rwmim = —1 € rwmax = 1, cosicché tutte le velocita

angolari sono possibili. Mentre r scende, wyj, aumenta; il trascinamento degli
inertial frames implica che la rotazione di un osservatore in senso inverso a
quello del buco nero ¢ “scoraggiata” dalla stessa struttura dello spazio-tempo,
tanto che valori di w minori di wi, sono cinematicamente proibiti. Addirittura,
per il limite statico

=M+ /M2 — Q2% — a?cos?0, (4.33)

wmin = 0 e tuttt gli osservatori stazionari devono orbitare intorno al buco nero
con velocita angolare positiva. Andando ancora oltre, wpyi, diventa sempre piu

'2Si noti che il rapporto giromagnetico (momento di dipolo magnetico / momento angolare)
del buco nero non & Q/2M ma Q/M, come per I'elettrone!
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positivo e il range di velocita angolari possibili si stringe ulteriormente, finché
sull’orizzonte degli eventi,

(2Mr — Q%)a
(r2 4 a2)2 — Aa?sin? 6’

(4.34)

Wmin = Wmax = 0 =

E senza dubbio sensato allora definire ) come la velocita angolare dell’orizzonte
degli eventi; il campo di Killing

X" = ()" + ()" (4.35)

e proporzionale alla 4-velocita di un osservatore stazionario su h, ed & pertanto
tangente all’orizzonte degli eventi. Si puo vedere che x® si annulla sulla super-
ficie I' = h™ N h~, determinata da t = 0 e r = 7,; la discussione delle sez. B.Z.1]
e implica allora che h & un orizzonte di Killing biforcato con una gravita
superficiale costante su tutto h data da

Th—M

RET et (4.36)

K
Kk st comporta in modo analogo alla temperatura di un sistema in equilibrio
termodinamico, che ¢ costante in tutto il sistema. Possiamo percio formulare il
principio zero della termodinamica dei buchi neri:

K € costante su tutto l’orizzonte degli eventi.

4.2.4 La seconda legge della termodinamica dei buchi neri

Aggiungiamo ora un’altro elemento alla nostra analogia tra le proprieta del cam-
po gravitazionale dei buchi neri e la termodinamica “ordinaria”: proprio come
Pentropia termodinamica di un sistema isolato, per tutti i buchi neri (stazionari
0 meno),

‘ Uarea dell’orizzonte degli eventi non puo mai diminuire. ‘

E necessario precisare meglio cio che intendiamo per “area dell’orizzonte” (’o-
rizzonte degli eventi ¢ una superficie tridimensionale nulla e pertanto la sua
“3-area” ¢ 0) e per “crescere” (rispetto a quale tempo?). Un’affermazione piu
precisa potrebbe essere questa:

Teorema dell’area (Hawking, 1971): consideriamo una sequenza
di superfici di Cauchy 3; per lo spazio-tempo di buco nero; ¢ eti-
chetta superfici di Cauchy successive (tali cioe che ¥, C D(%;,) per
to > tl);

1. nell’ipotesi che le geodetiche che giacciono sull’orizzonte degli
eventi del buco nero siano complete (questo & assicurato nel
caso si imponga la “cosmic censorship”);

2. nell’ipotesi che la valga la null energy condition

Tk®k® > 0 per ogni k* null-like; (4.37)
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allora I’area dell’intersezione di h™ con le superfici ¥; aumenta o al
piu resta costante al crescere di .

La dimostrazione si basa sulle caratteristiche geometriche dell’orizzonte degli
eventi. Innanzitutto, si puo dimostrar che ogni punto di A" giace su una
geodetica nulla inestendibile nel futuro, che & contenuta interamente in h™: 1’o-
rizzonte & generato da una congruenza di tali geodetiche (app.[A]). Fisicamente,
questo significa che, a differenza che per le geodetiche time-like, a una geodetica
nulla v e possibile raggiungere ’orizzonte degli eventi senza attraversarlo; tutto
il resto di v, perd, dovra giacere su h™.

Consideriamo l'intersezione di h™ con una superficie di Cauchy ¥, e con-
centriamoci su un’area infinitesima dA intorno a una generatrice y(\) (dove
A ¢ il parametro affine); I'espansione 6 & data dalla variazione relativa della
distanza media da ~ delle geodetiche vicine, e misura la velocita con cui varia
0A mentre ci spostiamo lungo ~:

_1.d(s4)

=5 (4.38)
Ora, per 0 vale ’equazione di Raychauduri:
do 1o b b d
= _ a ab c 4.
) 29 a0 + wapw Roqufu?, (4.39)

dove u® & il vettore tangente a v e 0, oy € Wy sono rispettivamente la traccia,
la parte simmetrica traceless e la parte antisimmetrica del tensore By, = Vyu,.
Esaminiamo il termine di destra dell’eq. E39): —0%0,, < 0 (0% & simmetrico);
w® = 0 (le generatrici sono sia ortogonali che tangenti a AT, e dunque non ci
puo essere la rotazione descritta dalla parte antisimmetrica di Bg); infine,
utilizzando le equazioni di Einstein nella forma R.q = 87 (T, — 1/2g44T), si puo
scrivere

1
—Requtu? = —8r [Tcd - 5Tgcd] wul = —8nTquud < 0 (4.40)
per la null energy condition. Si ha allora che
df 1 1
— < —=f? 07 N\) >0, + = 4.41
A O EY /Y (4.41)

dove 6y rappresenta il valore di 6 per A = 0; se 6y < 0, cioe se inizialmente
le geodetiche stanno convergendo, allora 8 — —oo per un valore finito di A.
Tuttavia, e possibile provar che in nessun punto la convergenza —6 delle
generatrici puo diventare infinita! Cio implica che 6 non puod essere negativo in
nessun punto dell’orizzonte degli eventi.

Dunque P’area infinitesima 0 A intorno a ciascuna delle generatrici non di-
minuisce al crescere del parametro affine; inoltre, le generatrici sono contenute
interamente in A* e sono complete, cosicché se una di loro interseca la superfi-
cie di Cauchy ¥, dovra intersecare anche ogni 3;, per to > t;. Ne segue che
l'area complessiva di AT N X4, deve almeno eguagliare h* N %4, proprio come
volevamo dimostrare.

138i veda [Hawking ed Ellis 1973).
1 [Hawking ed Ellis 1973].
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4.2.5 Prima legge

L’analogia continua. E possibile scrivere per la variazione dei parametri “termo-
dinamici” dei buchi neri stazionari di Kerr-Newman una relazione molto simile
alla prima legge della termodinamica “ordinaria”,

dU = TdS — pdV. (4.42)

In termodinamica esistono due versioni logicamente indipendenti della prima
legge: si puo partire con un sistema all’equilibrio, alterarlo con una perturbazio-
ne fisica infinitesima (ad esempio fornendogli calore o favorendone ’espansione)
ed esaminare il nuovo stato di equilibrio che si viene a creare (versione del pro-
cesso fisico); oppure studiare la relazione fra due configurazioni in equilibrio
infinitesimalmente vicine (versione dello stato di equilibrio). Possiamo tentare
di applicare entrambe le idee ai buchi neri stazionari.

Per la versione del processo fisico, immaginiamo di perturbare un buco nero
facendogli cadere dentro, in un tempo breve, una piccola quantita di materia
dotata di un tensore energia impulso AT,; al prim’ordine in AT, possia-
mo trascurare il cambiamento della geometria del buco nero nel calcolare la
variazione della sua massa e del suo momento angolare,

AM = / d\ / d?A AT ()b,
o (4.43)

AT = / dX / dPA AT,p(9g) u
0

Iintegrazione su d\ copre il range di parametro affine delle geodetiche nulle
che generano l'orizzonte; quella su dA descrive invece le sezioni di orizzonte
a A costante. Gli slots del tensore energia-impulso vengono “riempiti” con i
campi di Killing (0;)* (che definisce I’energia all’infinito) e (J)* (che definisce
il momento angolare all’infinito), e con il vettore tangente u® delle geodetiche
che generano h™: u® & normale all’orizzonte degli eventi e il suo prodotto con
AT,y esprime il flusso di energia e momento verso l'interno del buco nero.

Se consideriamo ancora la congruenza di geodetiche nulle che genera l'o-
rizzonte, ci accorgiamo che al termine di destra dell’equazione di Raychaudu-
ri (4.39) & necessario aggiungere un contributo supplementare proporzionale
a —8mAT,quu?, che rende ancora pilt negativa la variazione dell’espansione
df/dX; moltiplicando per s\ e integrando sulle sezioni di orizzonte e su A, si
ottiene

/ d)\/dQAn)\d—H :m/dzA [Ae]m—ﬁ/dQA/ fdr=0— kAA; (4.44)
0 d\ 0 0

il primo integrale si annulla perché § — 0 pit1 velocemente di A~! per A — oo, il
secondo misura precisamente k volte I'incremento totale dell’area dell’orizzonte
degli eventi. Se pero nello stesso integrale inseriamo AT,4 e utilizziamo 'eq.
BI22) con il campo di Killing tangente all’orizzonte biforcato dato dall’eq.
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#35), otteniamo

/ dA / d2Am— = —8r / A / d°A ATy (kdu’) =
0
= —8r / dA / d’A AT, u® ((at)b+sz(a¢)b> _ (445)
0
= —8m(AM — QAJ);

mettendo insieme i due risultati, si formula la prima legge della termodinamica
dei buchi nert,

AM = 8£AA + QA (4.46)
7

4.2.6 Processi di Penrose

E interessante vedere che ¢ possibile realizzare un processo (di Penrose) in
cui, nel rispetto della prima legge, si ricava energia da un buco mero con una
corrispondente diminuzione della sua massa M:

1. supponiamo di lanciare su una geodetica diretta verso un buco nero ro-
tante un oggetto A dotato di energia all’infinito F4, momento angolare
Ly e carica e4q. Se A ¢ abbastanza piccolo, possiamo trascurare la ra-
diazione gravitazionale ed elettromagnetica generata durante la caduta, e
considerare la variazione dei parametri del buco nero data da

AM=E,, AJ=Li,  AQ=eu; (4.47)

2. in prossimita dell’orizzonte facciamo esplodere A in due parti B e C' con
energie, momenti angolari e cariche Eg, Lg, eg ed E¢, Lc, ec;

3. concertiamo i passi precedenti in modo che B sia catturato dal buco nero,
ma C ritorni indietro all’infinito; la variazione dei parametri del buco nero
e allora data da

AM:EA—EC:EB, AJ:LB, AQZ@B; (4.48)

4. come ultima condizione, facciamo avvenire I’esplosione nella regione com-
presa tra il limite statico (vedi sez. d.2.3) e l'orizzonte degli eventi: qui
il campo di Killing di stazionarieta (9;)* € space- lzk. e dunque B puo
essere emessa con energia all’infinito negativa;

5. il “trucco” e tutto qui: in questo modo A ritorna all’infinito con un’energia
FE 4 — Ep maggiore di quella con cui era partito, e la massa del buco nero
diminuisce in modo corrispondente.

[Misner et al. 1973] immaginano un impiego pratico per i processi di Penrose:

15Come abbiamo visto in sez. IZ3] all’interno del limite statico non & possibile orbitare
intorno al buco nero con una velocita angolare nulla, corrispondente a u® = u:(9;)®.
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“an advanced civilization has constructed a rigid framework around
a black hole, and has built a huge city on that framework. Each day
trucks carry one million tons of garbage out of the city to the garbage
dump. At the dump the garbage is shoveled into shuttle vehicles
which are then, one after another, dropped toward the center of the
black hole. [...] When it reaches a certain ‘ejection point’, the
vehicle ejects its load of garbage into an orbit of negative energy-
at-infinity. As the garbage flies down the hole [...] the shuttle
vehicle recoils from the ejection and goes flying back out with more
energy-at-infinity than it took down.”

Quest’energia puod poi essere convertita in energia elettrica per tutte le necessita
della citta, con il bonus di risolvere allo stesso tempo il problema del garbage
disposal. 1 buchi neri possono essere utili!

4.2.7 Ancora la prima legge

Nella versione dello stato di equilibrio, la prima legge consente di porre in re-
lazione l'area dell’orizzonte degli eventi di due soluzioni di buco nero infinitesi-
malmente vicine nello spazio dei parametri “fisici” M e J. Per la dimostrazione
¢ necessario introdurre la formulazione hamiltoniana della relativita generale.
Dato che si tratta di un argomento complesso e delicato, ci limiteremo qui ad
alcuni accenni, rimandando il lettore a [Wald 1984a] per un approfondimento.

Nella formulazione hamiltoniana della teoria della relativita generale, un
punto nello spazio delle fasi (ovvero una soluzione delle equazioni di Einstein)
corrisponde alla specificazione, su una ipersuperficie di Cauchy 3, della 3-
metrica h;; e del suo momento coniugato 1/167 p, legato alla curvatura estrin-
seca 3K di ¥ nello spazio-tempo M da

p7 = Vh(PKY — B 3K). (4.49)

La teoria ¢ vincolata, in quanto i valori dinamicamente accettabili di h;; e pH
sono ristretti a una sottovarieta dello spazio delle fasi dove sono soddisfatti i

vincoli
1 1 1
C=—Vh|=3R+=|{n.09—=p2)] =0
1671\/_[ +h<p”p o ﬂ ’
. 1 Pt
C'=——VhV;===0
8 J Vh
(3V; & I'operatore di derivata covariante compatibile con hgqp, € 2R & la curvatura
scalare di hgp). L’hamiltoniana puo essere messa nella forma

(4.50)

H= / NC + N'Cy; (4.51)
P

Dato che i vincoli si annullano per le soluzioni della teoria, il lapse N e lo shift
N'" non sono variabili dinamiche, ma si comportano come moltiplicatori di La-
grange e possono essere prescritti arbitrariamente. N ed N* sono i parametri
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Figura 4.3: Decomposizione 3 + 1 dello spazio-tempo 4-dimensionale in una
famiglia a un parametro di superfici di Cauchy >

Si noti come il passaggio tra due superfici di Cauchy infinitamente vicine sia
caratterizzato da un 4-vettore N® che puo essere decomposto univocamente in una
componente ortogonale N e tre componenti tangenti N°.

delle trasformazioni di gauge infinitesime, generate da C' e C}, e pertanto pre-
scrivono il modo in cui la famiglia di ipersuperfici di Cauchy %; (vedi fig. [4.3])
ricostruisce lo spazio-tempo M. Da questo punto di vista N misura il tempo
proprio trascorso per un incremento dt del tempo “di evoluzione hamiltoniana”;
N (shift) genera il movimento di ogni punto di ¥ nel punto corrispondente do-
po un intervallo dt. La variazione di H rispetto a h;; e p* genera due termini
che esprimono le equazioni di Einstein in forma hamiltoniana,

o SH
167QY = hyy = ———,
ij ij OrQ™ = i o(p* /16m)
5H:/P]5hij+Qij5pJ+...:> - - SH (4.52)
> PY = —(p"/167) = o
ij

(il punto indica la “derivata rispetto al tempo”, ovvero la derivata di Lie rispetto
a N® nello spazio-tempo M), ma produce anche degli integrali di superficie do-
vuti alle integrazioni per parti, necessarie per rimuovere i termini proporzionali
alla variazione delle derivate di h;; e p* [Sudarsky e Wald 1990]:
L i 3d 3 j 2.V

(5H)surface = _16—7'(' ) o5 as’ |:N ( A% hij - Vz h;) + Wpij . (453)
Consideriamo ora un buco nero stazionario di Kerr-Newman, e foliamo la regio-
ne “esterna’” dello spazio-tempo utilizzando una decomposizione 3 + 1 adattata
alla presenza dell’orizzonte degli eventi: come “vettore di evoluzione tempo-
rale” N scegliamo il campo di Killing x* = (0;)* + (0y)*. Le ipersuperfici
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di Cauchy Y, determinate da x® si intersecano tutte in I' = h™ N h~, dove
(giustamente) x si annulla. Ogni ipersuperficie ¥, di questa decomposizione ¢
caratterizzata da un boundary all’infinito e da un boundary sull’orizzonte degli
eventi che coincide con T'.

La variazione §H per perturbazioni (5hij,5pij ) asintoticamente piatte che
soddisfano i vincoli linearizzatid 0C, = 0 &, vista la (£51]), nulla. D’altronde il
fatto che la soluzione di background sia stazionaria rispetto a x® = N¢ implica
Py = Qi; = 0. Ne segue che deve essere

(6H )surface = 0. (4.54)

Questo integrale di superficie deve essere valutato sia sul boundary all’infinito,
dove per h;; si puo prendere la parte spaziale di eq. ([£28]),

1

165 48 (V7 hiy = *03) = =M,

- (4.55)

T dSZ (29(8y) pij) = 2,

che sul boundary all’intersezione degli orizzonti degli eventi, dove N¢ si annulla;
qui I'unico termine non nullo della variazione & quello proporzionale alla derivata
di N, dovuto a una integrazione per parti necessaria per rimuovere le variazioni
delle derivate della metrica:

KOA

1 377 N k
dove abbiamo utilizzato il fatto che la derivata di N nella direzione normale a
I" & proporzionale alla gravita superficiale dell’orizzonte (I'eq. (B.119]) implica
infatti che u®V,x? = kx?), e abbiamo indicato con A l'area di I'. Mettendo
tutto insieme, si trova finalmente

SM = 2 §A+ Q4. (4.57)
8w

Entrambe le formulazioni della prima legge si possono estendere alla teoria di
Einstein-Maxwell con Deffetto di aggiungere al lato destro dell’equazione un
termine aggiuntivo ® 6@ (Q ¢ la carica e ® il potenziale elettrico sull’orizzonte,
normalizzato in modo che si annulli all’infinito).

4.2.8 Le quattro leggi della termodinamica dei buchi neri

Ci manca ora soltanto un’analogo della terza legge della termodinamica, il cui
enunciato piu generico afferma che nessun sistema termodinamico puo essere
portato allo zero assoluto con un numero finito di operazioni. In modo un
poco artificioso, si puo affermare che non ¢ possibile con nessuna procedura,
non importa quanto idealizzata, annullare con un numero finito di operazioni
la gravita superficiale k di un buco nero. Cid comporterebbe la realizzazione di

16Te perturbazioni che portano una soluzione di Kerr-Newman in un’altra con parametri
diversi soddisfano automaticamente entrambe le condizioni.
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buchi neri estremali, per i quali cioe l'eq. (£23]) sia valida come uguaglianza;
questi buchi neri hanno uno status controverso, in quanto la loro topologia &
diversa da quella dei buchi neri “normali”, e da qui nasce una moltitudine di
problemi tecnici che renderebbero gradito l'esilio di questi oggetti nel dominio
della “non-ﬁsicité”. Si veda [Israel 1986] per una formulazione piu precisa e
una dimostrazione.

Detto questo, possiamo riepilogare i risultati che abbiamo ottenuto finora:

termodinamica buchi neri
PTINCIPLO Z€T0 T = cost K = cost
prima legge dU =TdS — pdV dM = g=dA + QdJ + ®dQ
seconda legge dS >0 dA >0
terza legge T = 0 ¢ irraggiungibile k = 0 é irraggiungibile

Una nota sulla validita delle leggi della termodinamica dei buchi neri: abbiamo
derivato il principio zero utilizzando solo argomenti geometrici, a partire dall’i-
potesi che 'orizzonte degli eventi sia un orizzonte di Killing biforcato; questo ¢
vero per tutte le soluzioni di Kerr-Newman, ma ci si puo chiedere se s continui
a essere costante per 'orizzonte di Killing tout court di un buco nero formatosi
per collasso gravitazionale; bene, & possibile provare [Bardeen et al. 1973| che
le equazioni di Einstein insieme alla condizione dominante di energi per i
campi di materia,

—T%&" & time- o null-like per ogni & time-like, (4.58)

implicano che la gravita superficiale deve essere costante su ogni orizzonte di
Killing.

La prima legge ¢ valida per le perturbazioni dei buchi neri stazionari (eter-
ni, o incipienti nella fase stazionaria). Nella versione dello stato di equilibrio,
si puo formulare una prima legge simile all’eq. (£57]) in ogni teoria della gra-
vitazione derivabile da un hamiltoniana; al posto del termine dA compare in
generale la variazione sull’orizzonte della carica di Noether associata al campo
di Killing di stazionarieta [Wald 1993b]. La seconda legge si riferisce invece
all’evoluzione dinamica di un qualsiasi buco nero definito in modo globale (per

T buchi neri estremali, tuttavia, appaiono essere molto popolari, per ragioni tecniche,
presso gli “stringhisti” che cercano di derivare gli aspetti “termodinamici” della relativita
generale come limite di bassa energia, appunto, delle teorie di stringa.

18La condizione dominante di energia vieta sostanzialmente che il flusso d’energia della
materia sia “piu veloce” della luce.
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i buchi neri stazionari vale banalmente A = cost); la sua dimostrazione dipende
dall’equazione di Einstein e dalla null energy condition.

Nel complesso, 'aderenza di questi risultati alla termodinamica “ordina-
ria” appare impressionante; & possibile che queste corrispondenze vadano oltre
la semplice analogia e costituiscano una vera e propria estensione della ter-
modinamica fenomenologica ai buchi neri? Dopotutto, all’energia interna U
corrisponde la massa totale del buco nero (dunque, in relativita, ancora un’e-
nergia), e il termine di “lavoro” —dJ, analogo a pdV, apparirebbe anche
nell’espressione della prima legge per un sistema termodinamico “ordinario”
rotante.

Gli argomenti contrari, tuttavia, sono altrettanto forti: se all’area A dell’o-
rizzonte degli eventi si puo dare, come vedremo nella prossima sezione, l'inter-
pretazione di entropia informazionale, dal punto di vista classico la temperatura
termodinamica di un buco nero é rigorosamente 0. Poiché infatti 'orizzonte de-
gli eventi si comporta come una membrana unidirezionale per ogni flusso di
particelle e radiazione, un buco nero potra solo assorbire energia, mai emetter-
la: I’equilibrio termodinamico con lo spazio esterno non & dunque possibile, e
al buco nero non si puo attribuire una temperatura finita. Nell’articolo in cui
sono raccolte per la prima volta le quattro leggi della termodinamica dei buchi
ner, gli autori si premurano di avvisare che queste sono “simili, ma distinte”
da quelle della termodinamica ordinaria. Questa opinione, tuttavia, ¢ destinata
a cambiare con l'ingresso in scena della meccanica quantistica.

4.3 Entropia e temperatura

Awzel: Beatrice! Ma dove sei stata? E un secolo che non ti vedo!

Beatrice: beh, sai, ho trovato il tuo libro sulla teoria dei campi nello spazio-
tempo di Minkowski, poi ho voluto sapere qualcosa sugli spazio-tempo
curvi...Insomma, sai com’¢ quando si comincia con i libri! Poi ho
visto sul giornale che ¢ stata osservata con chiarezza 1’“impronta”
astronomica di un orizzonte degli event@ e ho voluto sapere di piu
sui buchi neri. ..

Axel: affascinanti, vero?
Beatrice: oh, si! Mi ha particolarmente appassionato la formulazione delle loro
“leggi della termodinamica”. Peccato perd che poi siano finite in

nulla! Sembra che tutto funzioni, ma 1’“entropia” non e un’entropia,
e la “temperatura” non € una temperatura. ..

Y9[Bardeen et al. 1973].

2OINarayan et al. 1997]: dall’analisi delle immagini di alcune X-ray novae, composte da
stelle orbitanti intorno a masse compatte invisibili, come stelle di neutroni o (si specula) buchi
neri, si € notato che i gas della stella orbitante fluiscono in modo costante verso l'interno,
formando un disco in rapida rotazione intorno all’oggetto piu compatto. La frizione nel disco
scalda il gas fino a temperature straordinariamente alte, causando ’emissione di raggi X;
quattro dei nove sistemi studiati nell’articolo in questione sono meno luminosi degli altri:
i ricercatori ipotizzano che cid & dovuto al fatto che una parte dell’energia radiata va persa
attraverso 'orizzonte degli eventi dell’ipotetico buco nero centrale, piuttosto che venire riflessa
dalla superficie della stella di neutroni.
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Azxel: tu credi? Forse i libri che hai trovato in soffitta non erano poi cosi
aggiornati. Prova a leggere questo. ..

4.3.1 Area ed entropia secondo Bekenstein

In [Bekenstein 1973] si cerca di identificare I'area A della superficie degli eventi
di un buco nero con la sua entropia termodinamica “ordinaria”, in base a due
ordini di argomenti.

Analogie fenomenologiche: oltre alle somiglianze che abbiamo gia esaminato
(A obbedisce alla seconda legge ed entra “nel punto giusto” nella prima legge)
possiamo aggiungerne un’altra. L’entropia termodinamica “ordinaria” S ¢ un
indice della degradazione dell’energia di un sistema; al crescere di S diminuisce
Penergia disponibile per compiere lavoro. Analogamente, si puo provar che
la massa irriducibile M, = /A/167 rappresenta ’energia che non puo essere
estratta da un buco nero di area A per mezzo dei processi di Penrose di sez.
4.2.0l

Entropia informazionale: in teoria dell’informazione, 'entropia di un siste-
ma rappresenza l'incertezza o la mancanza di informazione sulla sua configu-
razione interna. Un’espressione dotata di un certo numero di proprieta che si
possono richiedere per una misura di incertezza ¢ 1’entropia di Shannon, data
da

Sgh = — Zpi In p;, (4.59)

per un sistema che puo assumere N diverse configurazioni, a ciascuna delle
quali attribuiamo una diversa probabilita p;. Le probabilitd possono essere
intrinseche (come i branching ratios di decadimento delle particelle elementari)
oppure derivare semplicemente da un difetto nella nostra conoscenza dello stato
del sistema. Come ¢ lecito aspettarsi, Sg;, € massima per probabilita tutte
uguali p; = 1/N (questo ¢ il caso in cui la nostra ignoranza sullo stato del
sistema € massima); ogni volta che si rendono disponibili nuove informazioni
sul sistema, vengono imposti nuovi vincoli sulle p; e 'entropia diminuisce. Si
definisce 1’informazione come 'opposto della variazione di Sgy:

AT = —ASgp; (4.60)

l'informazione si misura in bits, cioe risposte a domande si/no; nelle nostre unita
un bit equivale a —2-1/2In1/2 = In2 di informazione. L’entropia di Shannon
di un sistema termodinamico non all’equilibrio cresce perché I'informazione ini-
ziale sulla sua configurazione interna perde significato nel corso dell’evoluzione
dinamica, mentre si diluisce la dipendenza dello stato del sistema dalle sue
condizioni iniziali.

Dal punto di vista dell'informazione, un buco nero formatosi per collas-
so gravitazionale & molto simile a un sistema termodinamico: nella fase finale
stazionaria, dominata dai teoremi no-hair, il campo esterno del buco nero “ha
perso la memoria” della configurazione iniziale dello spazio-tempo e dei campi di
materia. In altre parole, un buco nero stazionario caratterizzato dai parametri

2Vedi ad es. [Misner et al. 1973]
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M, @ e J puo aver avuto origine da moltissime distribuzioni iniziali di materia,
che si riflettono nella fase finale in diverse configurazioni della metrica interna
del buco nero, ma non del campo esterno. Tutte le informazioni riguardo alla
metrica interna, pero, sono inaccessibili per gli osservatori esterni: e dunque
logico assegnare al buco nero un’entropia di Shannon relativa all’indisponibilita
di questa informazione. Inoltre, come abbiamo gia notato, la corrispondenza
dei tre parametri “macroscopici” con intere classi di configurazioni interne (o
equivalentemente di modi in cui il buco nero puo essersi formato) ¢ analoga al
coarse-graining dei microstati di un ensemble statistico in macrostati fenome-
nologici: all’entropia informazionale del buco nero si puo dare pertanto anche
un’interpretazione statistica.

L’entropia Sy, del buco nero non puo mai decrescere, perché non ¢ possibile
acquisire informazioni sulla regione interna all’orizzonte degli eventi; anzi, Sy
aumenta mentre il buco nero “perde i peli” per rimanere poi costante nella fase
finale di equilibrio. Gli argomenti sulla massa irriducibile, insieme alle leggi
della termodinamica dei buchi neri, ci portano allora a postulare che l’area A
dell’orizzonte degli eventi coincida effettivamente con ’entropia informazionale
del buco nero, a meno di una costante di proporzionalita:

Sbh = ’}/A (461)

Cerchiamo di fissare «. Innanzitutto, 'entropia di Shannon ¢ adimensionale,
mentre A ha le dimensioni di un’area. Nelle unita senza dimensioni di Planck
(G = ¢ = h = 1) questo non & un problema, ma ¢ ugualmente interessante
osservare che 'unica area che ¢ possibile formare con le costanti fondamentali
della fisica e I'area di Planck l%, pari a 2.56 - 107% cm?; in unita geometriche
(solo G =c=1!) I3 = h, e quindi

Spn =7 h 1A, (4.62)

Per dare all’area dell’orizzonte degli eventi una interpretazione come entropia €
dunque necessario introdurre la costante di Planck e quindi, implicitamente, la
meccanica quantistica. Tuttavia, non si deve per questo concludere che questo
argomento dimensionale anticipi i risultati del quantum black hole, che vedremo
tra poco: la costante di Planck entra in modo naturale (nella misura nello spazio
delle fasi) anche nelle formule della meccanica statistica classica (come & noto,
si potrebbe addirittura dire che & da li che storicamente & nata la meccanica
quantistica.)

Per determinare definitivamente ~y, consideriamo un “esperimento” in cui
una particella cade in un buco nero di Kerr-Newman, e confrontiamo la va-
riazione dell’entropia con quella dell’area. La perdita minima di informazione
associata con il processo ¢ un bit (la risposta alla domanda: esiste la particella?).
Per una particella di raggio finitd?? la variazione minima di A ¢, fortunatamen-
te, indipendente dai parametri del buco nero (altrimenti v non avrebbe un valore

2213 variazione di A pud anche essere nulla per una particella puntiforme (vedi ad es.
[Misner et al. 1973]). Per i nostri scopi & pertanto necessario escludere questo caso come non
fisico e attribuire, un po’ arbitrariamente, un raggio finito alla particella.
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universale) e pari a [Bekenstein 1973)]
AA = 8rmb, (4.63)

dove m & la massa e b il raggio della particella. Come limite inferiore per b si
puo prendere il piu grande tra il raggio gravitazionale 2m e la lunghezza d’onda
di Compton A/m (come sempre, ¢ = 1); in ogni Cas, la variazione minima di
Ae

AA = 8rh; (4.64)
eguagliando AA a In2 (un bit) si ottiene
In2
= —h'A 4,
Sbh = 5= (4.65)

La costante ~ risente ovviamente delle due approssimazioni che abbiamo do-
vuto introdurre (sulla quantita di informazione codificata dalla particella e sul
suo raggio), ma ¢ abbastanza plausibile che 1'ordine di grandezza sia quello giu-
sto. Il risultato & interessante, perché implica, ad esempio, che un buco nero
di massa solare abbia un entropia Sp, ~ 100 erg°K—! (I’entropia del sole ¢
Se ~ 10*2 erg °K—1); dunque lo stato di buco nero ¢ di gran lunga lo stato della
materia pit entropico. E logico che sia cosi, perché la nostra ignoranza sulla
configurazione interna di un buco nero & assoluta.

4.3.2 La seconda legge generalizzata

Beatrice: wow! Non pensavo che 'aspetto cosi educato dei buchi neri nascon-
desse una vita interiore tanto disordinata! La cosa piu interessante,
pero, e che e possibile eliminare il disordine dell’universo esterno, get-
tandolo nel buco nero! Oh, se potessi fare cosi quando devo mettere
in ordine la mia camera! (fig. [d.4]).

E vero: I’entropia della regione esterna al buco nero e legata all’incertezza re-
lativa allo stato della materia “ordinaria”’; dopo che una porzione di questa,
caratterizzata da un’entropia AS, ha attraversato 'orizzonte degli eventi, I'in-
certezza riguardo al suo stato si riferisce ora alla configurazione interna del buco
nero: pertanto l'entropia della regione esterna diminuisce di AS, ma contem-
poraneamente ’entropia del buco nero aumenta almeno di AS (in quanto oltre
all'informazione che non si possedeva, va persa anche quella che si conosceva).
Percio non e davvero possibile eliminare il disordine dell’universo, ma so-
lo nasconderlo, e nemmeno troppo bene, perché ’entropia “ordinaria” esiliata
ricompare come area dell’orizzonte degli eventi del buco nero. Se A e davvero
un’entropia, si puo insomma formulare una seconda legge della termodinami-
ca generalizzata: la somma dell’entropia del buco nero (proporzionale ad A) e
dell’entropia Sext “ordinaria” della regione esterna non puo mai decrescere:

| d(Sext. +7A) > 0. (4.66)

%8e m < h/2, il raggio di Compton & piu grande e il valore minimo possibile per mb
& \/h/2-h/\/h/2 = h; se invece & piu grande il raggio gravitazionale, il minimo di mb &
Vh/2-24/h/2 = R di nuovo.
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Figura 4.4: “Oh, se potessi gettare tutta 1’entropia della mia camera in un buco
nero!”

|Bekenstein 1973] propone due esempi che avvalorano questa tesi: un ensemble
canonico che descrive un oscillatore armonico (in equilibrio termico a una tem-
peratura finita) che cade nel buco nero, e un raggio di luce “termalizzato” alla
temperatura T, diretto verso l’orizzonte degli eventi. Il primo caso sembra ade-
rire senza problemi alla seconda legge generalizzata, ma il secondo la conferma
soltanto per T > M~! (stiamo misurando la temperatura nelle unita dell’e-
nergia). Bekenstein attribuisce questo fallimento al fatto che per temperature
piccole le fluttuazioni statistiche diventano importanti: in questo regime sono
possibili perfino violazioni della seconda legge “ordinaria”.
Il problema, pero, & piu serio, e non dipende dalle fluttuazioni. Immergiamo
il nostro buco nero in un bagno termico alla temperatura Teyt; ci sara allora
un flusso continuo di radiazione termica attraverso I'orizzonte degli eventi, con
una variazione infinitesima della sua entropia pari a
dSext = — Tt dM, (4.67)
dove dM & l'energia infinitesima trasferita al buco nero. Analogamente, la
variazione dell’entropia Sy, del buco nero ¢ data da

O5bh gy, (4.68)

dSbh = oM )

(0Spn/OM) ™! pud essere vista come la temperatura formale del buco nero.
Per Toxt > Tpn si ha che dSy, > —dSext, € la seconda legge generalizzata
resta valida. Se invece Text < Tpn, ’assorbimento nel buco nero dell’energia
del bagno termico tende a diminuire I'entropia generalizzata (consistentemente
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con i problemi trovati da Bekenstein, la temperatura “cruciale” Ty, € propri
dell’ordine di M~1).

4.3.3 1l quantum black hole: la radiazione di Hawking

Beatrice: sembra che non ci sia scampo per la seconda legge generalizzata,
e quindi per linterpretazione termodinamica di A! Peccato, stavo
cominciando a crederci. ..

Azel: beh, una via d’uscita c’e. Se il buco nero emettesse una radiazione di
(ehm) corpo nero alla temperatura Ty, per Texy < Thy la variazione
complessiva di Sext sarebbe positiva e maggiore della diminuzione di
Shh, salvando cosi la seconda legge!

Beatrice: si, ma come puo un buco nero emettere una radiazione termica at-
traverso 'orizzonte degli eventi? Da li, te lo garantisco, nmon esce
niente!

Azel: tu credi?

Beatrice: non ti sopporto quando mi dici “tu credi?” Se sai qualcosa che io non
so, dillo subito e facciamola finita!

In questa sezione studieremo le caratteristiche della teoria quantistica dei campi
sul background di un buco nero di Schwarzschild formatosi per collasso gravi-
tazionald®d. In particolare, formuleremo un problema “di matrice S” tra la
costruzione in, appropriata per tempi “antichi” molto anteriori al processo di
collasso, e la costruzione out degli osservatori che si trovano nella regione ester-
na del buco nero, dopo che questo ha raggiunto la sua fase finale stazionaria
(vedi sez. 13]). Seguiremo il procedimento generale tracciato in sez. B33t
per quanto possibile, la notazione si adeguera a quella utilizzata in sez. [[.2.4}
Indicheremo con M lo spazio-tempo del buco nero incipiente, con M lo
spazio-tempo del buco nero eterno di Schwarzschild della stessa massa.

Costruzione in: nell’ipotesi che per tempi sufficientemente antichi la materia
sia ancora molto “dispersa” e che la sua influenza sulla curvatura dello spazio-
tempo sia percio trascurabile, possiamo assumere che la geometria di M sia
descritta dalla metrica di Minkowski (in coordinate sferiche)

ds® = —dt® + dr? + r%(d6? + sin® 0 dg?). (4.69)

A rigore, al di fuori della distribuzione sferica di materia la metrica dovrebbe
essere (per il teorema di Birkhoff) Schwarzschild e non Minkowski; per raggi
abbastanza grandi, tuttavia, la differenza tra le due geometrie & trascurabile,
tanto che nel seguito utilizziamo gli stessi simboli per le coordinate dei due
sistemi, e trattiamo le due metriche come se si saldassero con continuita.

Se per semplicita consideriamo il caso del campo reale massless di Klein-
Gordon, il problema classico dell’evoluzione dinamica del campo € ben posto una

24Come si pud vedere derivando Pespressione per area dell’orizzonte degli eventi di un buco
nero di Kerr-Newman, A = 47(2M?r, — Q?), rispetto ad M.

25 [Hawking 1975| (Wald 1975} [DeWitt 1975) [Unruh 1976, Birrell e Davies 1984) [Wald 1994,
Brout et al. 1995].
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volta fissati i dati iniziali sul confine causale J~. L’equazione di Klein-Gordon

si scrive 2(g
(—af +0? - #) ré =0, (4.70)

(dove L ¢ il consueto operatore di momento angolare) ed & soddisfatta, nel
limite r — oo, dalle soluzioni

1
V21 2wr

dove abbiamo separato la dipendenza angolare introducendo le armoniche sfe-
riche Y, (6, ¢). A partire dalle v, ,, € possibile costruir@ una base completa
di soluzioni per l'intero spazio-tempo. La nozione di frequenza positiva im-
plicita nella scelta delle 1 ,, ., ¢ quella naturale per gli osservatori “inerziali”
(stiamo assumendo che nel passato remoto M sia pressoché minkowskiano) che
si trovano vicino a i~ .

Passiamo ora alla costruzione out. In un primo momento ci limiteremo a
considerare una teoria di campo per la sola regione di M esterna al buco nero (la
regione I di fig.[4.2]). In questo modo, chiaramente, la Hj,-teoria e la Hoy¢-teoria
si riferiscono a spazio-tempo diversi e non € possibile stabilire tra di loro una
piena equivalenza unitaria. I risultati che otterremo sono tuttavia sufficienti a
determinare il contenuto in “particelle” out dello stato di vuoto in.

La presenza in M dell’orizzonte degli eventi h* fa si che il solo confine
causale JT non costituisca una superficie di Cauchy nemmeno per la sola regione
I. E invece necessario considerare J* insieme all’orizzonte degli eventi. Per la
costruzione out, pertanto, identificheremo lo spazio 8 delle soluzioni classiche
dell’equazione d’onda con lo spazio dei dati iniziali del campo su J™ U AT, e
cercheremo una base di soluzioni “a frequenza positiva” adatte per determinare
lo spazio di Hilbert “a una particella” Hyy = H(JT U hT). La nozione di
frequenza positiva che ci interessa ¢ legata agli osservatori stazionari all’infinito
(che si trovano cioe a r di Schwarzschild costanti, e il cui tempo e dato dal tempo
coordinato t).

Prima di affrontare il problema per M, risolviamolo nello spazio-tempo piu
semplice M. Nelle coordinate e per la metrica di Schwarzschild, ’equazione di
Klein-Gordon si scrive

Vimw = Yim (0, ¢)e™ e ", (4.71)

1
Lo = 5(%9"‘”\/5 ¢ =

2
b e (1220 (2 )] o

r—2M r r r2

(4.72)

dove * = r + 2Mlog|l — r/2M]| & la Regge- Wheeler tortoise coordinate. In-
troducendo anche qui le armoniche sferiche, per la parte radiale della soluzione
rimane ’equazione

(07 + 02 + V()] &, = 0; (4.73)

26Formando una serie di pacchetti d’onda localizzati e normalizzabili; come & costume
in meccanica quantistica, discutiamo perod per semplicita il comportamento delle soluzioni
“d’onda piana” non normalizzabili.
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Figura 4.5: Soluzioni (a) in-going e (b) out-going sul background di un buco
nero di Schwarzschild eterno

Sul diagramma di Penrose (vedi app. [B]) sono tracciate le linee di fase costante delle
soluzioni, che ne indicano la direzione di propagazione. E evidente lo scattering sul
potenziale “centrifugo” del buco nero. L’affollamento delle onde nei pressi di I~ e JT
¢ solo apparente (¢ una conseguenza della “compressione” conforme del diagramma di
Penrose); vicino agli orizzonti del buco nero, invece, le soluzioni hanno effettivamente
un numero infinito di superfici di fase costante in una regione limitata. Questo accade
perché negli esponenziali di eq. (@74)-(E7H), compare il raggio “della tartaruga” r*
che tende a —oo per r — 2M.

V = (1-2M/r)(2M/r3 +1(1+1)/r?) gioca il ruolo di una “barriera centrifuga”
(presente anche per [ = 0, a differenza del potenziale “centrifugo” dello spazio
piatto). Il passaggio alla coordinata radiale r* ha l'effetto di far regredire a r* —
—oo orizzonte degli eventi r = 2M; 'eq. ([A.173)) equivale percio a un problema
di scattering unidimensionale. Richiedendo che la dipendenza dal tempo sia
data da e~ (vogliamo soluzioni a frequenza positiva!), otteniamo due classi di
soluzioni: quelle che chiameremo in-going, la cui dipendenza asintotica da r* &

B ye 7" per ¥ — —o0
eXl’U = (_—;LZT* ior* * ’ (474)
e + A qe per r* — 4o00;
e la classe delle soluzioni out-going:
e 4+ Aj e per r* — —o0,
Xio = { o . (4.75)
By ,e per r* — 400

(la “©” sta per “eterno”). Come si puo vedere in fig. [0 le soluzioni in-going
rappresentano onde provenienti da J~ e diffuse dalla barriera di potenziale V:
la componente trasmessa attraversa con ampiezza |§l,g\ I’orizzonte degli eventi,
mentre la componente riflessa si dirige con ampiezza |4; ;| verso J*. Le onde
out-going provengono invece dalla singolarita di buco bianco (vedi app. [Bl), e
sono riflesse nel buco nero con un’ampiezza |4; ,| oppure trasmesse verso J+
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materia l + (a) materia + (b)

Figura 4.6: Soluzioni (a) outgoing e (b) in-going sul background di un buco
nero formatosi per collasso gravitazionale

Il comportamento delle soluzioni ¢ analogo a quello di fig. per la regione esterna
all’orizzonte degli eventi e alla distribuzione di materia, ma differisce altrove a causa
dell’assenza della regione di buco bianco. Ne segue che tutte le onde devono avere
origine nell'infinito passato nullo J=. Le onde in-going “tarde” che arrivano in
prossimitd di i+ provengono direttamente da J~ senza nessuna interazione con la
materia (sono riflesse dalla barriera di potenziale in modo identico alle corrispondenti
soluzioni su M; le onde out-going “tarde”, invece, attraversano la distribuzione di
materia appena prima della formazione dell’orizzonte degli eventi, e provengono tutte
da un intervallo finito della coordinata t —r su J—.

con un’ampiezza |B;,|. Complessivamente, le soluzioni si scrivono

1 .
© m,o Ym 97 e—zwte a\T), 4.76
Xl, s \/ﬂ 20T l ( ¢) éh ( ) ( )

e si prestano a determinare completamente H,,;.

Bene, la costruzione out appena discussa puo essere utilizzata anche in M
(sempre per la sola regione I). Qui la metrica di Schwarzschild ¢ valida per
tutta la regione I dopo la formazione dell’orizzonte degli eventi e, per tempi
precedenti, al di fuori della distribuzione sferica di materia. Chiameremo x; . o
€ X1,m,o le soluzioni di M che coincidono nella regione di spazio-tempo isometrica
con le corrispondenti soluzioni di ®M.

Non ci resta che esaminare il comportamento delle nuove soluzioni x nella
regione dove invece le metriche differiscono. Propagando le soluzioni all’indie-
tro da J* (fig. [£.6]), dove ne conosciamo la forma, scopriamo che l'origine delle
onde in-going X sara ancora essenzialmente nella regione J~, tranne che per
alcune onde che riescono ad attraversare la distribuzione di materia prima della
formazione dell’orizzonte degli eventi. Queste, tuttavia, approdano a J* lon-
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tano da i*, e dunque l'origine delle onde che si possono incontrare per tempi
sufficientemente tardi coincide con quella delle ¢y corrispondenti.

Le cose sono diverse per i modi , che a differenza degli ®x non possono avere
origine nella singolarita di buco bianco: proverranno invece da J~, e giungeranno
in J* dopo aver attraversato la distribuzione di materia prima della formazione
dell’orizzonte degli eventi. In prossimita di AT, e della geodetica nulla v che
gli da origine, si addensa un numero infinito di onde. Poiché queste vengono
riflesse dalla barriera centrifuga solo dopo la formazione dell’orizzonte degli
eventi, deve essere loro possibile attraversare la materia con ampiezza unitaria
(come testimonia 'eq. (£75])), sbucando fuori in prossimita di At.

Fisicamente, questo processo si puo comprendere considerando un pacchet-
to d’onde sferico in-going, che diminuendo progressivamente il proprio raggio
raggiunge la superficie di una distribuzione sferica di materia in contrazione;
mentre si avvicina, ’onda subisce un certo blue-shift gravitazionale (si veda la
nota [ a pag. [[05]). L’onda attraversa poi la distribuzione di materia fino a ri-
dursi a un punto nell’origine e a cominciare a espandersi come onda out-going;
nel momento in cui 'onda raggiunge nuovamente la superficie della materia,
questa si e ulteriormente contratta, e pertanto in uscita ’onda subisce un red-
shift che supera il blue-shift precedente. Il red-shift complessivo ¢ un effetto
molto importante negli attimi che precedono la formazione dell’orizzonte de-
gli eventi, perché la scala di tempo di “restringimento” della materia diventa
paragonabile al tempo che 'onda impiega per attraversarla.

Ritorniamo al nostro problema: vogliamo verificare il contenuto in “parti-
celle” out dello stato di vuoto della costruzione in. Per fare questo dobbiamo
ricavare la decomposizione dei modi “a frequenza positiva” di Hj, in funzione
dei modi di H,, e dei loro coniugati, verificando in particolare se vi sia un
mizing delle frequenze e quindi un fenomeno di produzione di “particelle”.

Da questo punto di vista, non dobbiamo preoccuparci dei modi in-going
X1,m,s, che si possono esprimere su J~ come combinazioni delle vy, ., a fre-
auenza positiva (la barriera di potenziale rimane a un raggio costante anche
prima della formazione dell’orizzonte degli eventi, e la riflessione delle onde
in-going avviene elasticamente senza alcun red-shift differenziale). Allora gli
operatori di distruzione associati ai modi X, annulleranno lo stato di vuoto
|0i,); in altre parole, |0;,) non contiene nessuna “particella” in-going della co-
struzione out: per tempi tardi, gli osservatori all’infinito non vedranno dunque
nessuna “particella” provenire dalla direzione di J™.

I1 discorso ¢ molto diverso per i modi out-going X m,o: il loro comportamen-
to singolare vicino a  mette in corrispondenza un intervallo infinito di tempo
asintotico futuro (vicino a i*) con un intervallo solo finito del tempo asintotico
passato (su 7). Vicino a h', le superfici di fase stazionaria delle x;, » sono
date da (™" 1) per frequenze molto alte questo ¢ vero anche all’'inferno della
distribuzione di materia (approssimazione dell’ottica geometrica). Consideria-
mo ora la back-propagation delle superfici di fase costante vicine a h™ (vedi fig.
[4.6b): dopo la riflessione nei pressi dell’origine, queste mantengono da v una
distanza corrispondente alla loro coordinata nulla V' su v, nel momento in cui
l'intersecano.

Ora, la distanza delle superfici di fase costante da ~y, che si mantiene costante
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tornando indietro verso i tempi “antichi”, c¢i permette di ricavare la dipendenza
delle x;m, dal tempo asintotico della costruzione in. Ci serve quindi ’espres-
sione delle X1,m,o su 7y in funzione di V': quest’ultima coincidera con ’espressione
delle ©y in M in funzione del parametro affine dell’orizzonte passato h~. Non
a caso, torna in gioco la relazione (eq. (3:I2I))) che sussiste sull’orizzonte tra il
“tempo di Killing” e il parametro affine delle geodetiche nulle. Mettendo insie-
me tutte queste considerazioni, possiamo scrivere la forma di Xtm.o nel limite
di tempi antichi:

Xto(r,t) = 0(tg — 7 — t)elorlos Dlto=r"=1) | @l,ge_i”(t_r*) per t —r* — —o0,
- (4.77)
dove tg ¢ il tempo asintotico di formazione dell’orizzonte degli eventi, la 6 rap-
presenta la riflessione delle superfici di fase costante e D ¢ un fattore arbitrario
che dipende dalla scelta del parametro affine V. Cerchiamo allora di ricavare
i coefficienti di Bogoliubov Quo € 5w0 che caratterizzano la sovrapposizione
tra i modi out-going di Hyy e i modi di H;,. Nella metrica di Schwarzschild e
nella H-teoria “stazionaria” indotta dalla foliazione in superfici di Cauchy a t
costante, il prodotto scalare di Klein-Gordon ¢ dato da [DeWitt 1975]

00 T 2 -1 PN
(u1,u2) :/ dr/ d9/ do <1 — %> 72 sin 0w} (10 Jug =
2M
+oo
/ dr* / de dqzbr sm@ul(zat)

Calcoleremo il prodotto scalare che ci interessa per tempi “antichi” per i quali e
valida la forma asintotica (.71 di 9 .. Naturalmente nello spazio-tempo del
collasso gravitazionale la forma (A.78]) del prodotto scalare non ¢ valida dapper-
tutto perché dobbiamo tenere conto della diversa metrica all’interno della di-
stribuzione di materia; tuttavia possiamo aggirare questa difficolta sostituendo
Y1 mw con un pacchetto d’onda “largo ma localizzato” al di fuori della materia.
Allora,

(4.78)

Q.o = (Z(l,m,aywl’,m’,w) =

= 471_\/@ . Kl,m,g e UV w —
6”/6mm o —iAM.
dr* O(to —r* — [ Dt — r* — t i o
"~ dmow J_ { (to =" =1) [D(to — " — 1)] T
+ @l,ge—i”(’“*—f) } (i Oy) e+ — (4.79)

_ 011 Ormm! /0 de D—4Mo [we—i4Mcr 4 4M(m—z‘4Mo—1] eiwto GiwT |
Am/ow

+o0o
+/ dr* B, U(W + O_)e—i(w—i-a)r* e—iwt—i—iat } _

—0o0

_ Owomm 1 —iaMo jiwto_: vidMo [ - . _
= I —awD et (—iw) [il'(—idMo + 1) + AMoI'(—idMo)] =

5ll’5mm 27rMoD dMo zwtowz4MUP( i4MO’—|—1).

27T\/O'w



134 CAPITOLO 4. BUCHI NERI

tra la terza e la quarta riga abbiamo introdotto la variabile x = ty — r* — ¢
e, per comodita, eliminato la 6 valutando l'integrale in t = tg; tra la quarta
e la quinta riga abbiamo eliminato il secondo integrale (che & proporzionale a
(w+ 0)d(w + o) e quindi nullo) e sfruttato la definiziond?] della funzione I;
infine, prima dell’ultima riga abbiamo utilizzato la relazione 2I'(z) = I'(z + 1)
e scritto (—iw)™M? come e#Mollogw—in/2) g si pud trovare con un calcolo
analogo oppure semplicemente sostituendo o con —o e aggiungendo un segno

meno complessivo, necessario perché x;,, ,» ¢ uno stato a norma negativa:

éwa = (Z(l,m,oa¢l’,m’,w) =

— e—27rM0'Di4MO'eiwt0w—i4MO'F(Z'4MO_ + 1)

2m\/ow

Possiamo utilizzare subito la formula ([LI30) per verificare il contenuto in
“particelle” x;m,o dello stato di vuoto relativo alle vy p,

<Oin| £j7m702l’,m’,o’ |Oin> =

:/ dw /Bjmﬁwo’ =
0 Puwoll

1 N ! /
= p M=) =2 Mo+ ) P* (4N o 4 1)D(i4Mo’ + 1)

Ar2\/o'o
X / T oo _ (4.82)
0 w
1

- —_ pM(o=d)=2nM(ota ) P (i N o 4 1)T(idMo’ + 1) x
RN ( a )

X L /+oo d\ ei(0=")x —
AM J_ N

e o =0
= Ssnhdrdlo T %) T e 1

dove _cij o € Clm,o SONO gli operatori di costruzione e distruzione associati
con i modi x;m.o; tra la terza e la quarta riga si ¢ introdotta la variabile di
integrazione \ = 4M log w ottenendo cosi una rappresentazione di d(oc—0o'); tra
la quarta e la quinta riga si & utilizzata la formula |['(iz + 1)|? = 22|T'(iz)|? =
mz/sinhz.

11 sorprendente risultato fisico ¢ che per tempi sufficientemente tardi, lo sta-
to di vuoto della costruzione in appare agli osservatori esterni come un bagno
termico di particelle provenienti dalla direzione del buco nero (o meglio dalle vi-
cinanze dell’evento che segna la formazione dell’orizzonte h™). Il bagno termico
¢ caratterizzato dalla temperatura (di Hawking) Ty = k/27m = 1/87M, e pren-
de il nome di radiazione di Hawking. Tenendo conto del fatto che le soluzioni

?"T(2) si definisce per Rez > 0 come
I'(z) = / e 7 dt; (4.80)
0

in (£Z9) si ruota il contorno di integrazione nel piano complesso dopo aver posto t = —ix.
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X1,m,c Tappresentano onde che vengono parzialmente riflesse nel buco nero, I'e-
missione termica effettivamente misurata risulta essere filtrata dalla probabilitd
di trasmissione B;, dei modi out-going attraverso la barriera di potenziale del
buco nero.

La presenza di una radiazione termica alla temperatura di Hawking risolve i
dubbi sulla seconda legge generalizzata espressi in sez. [4.3.2] e fissa la costante
di proporzionalita tra l’area dell’orizzonte degli eventi e ’entropia del buco nero.
Nella prima legge infatti A compare insieme a k nella combinazione (x/87)dA.
Se la temperatura termodinamica del buco nero ¢ k/2m, allora deve valere la
formula di Bekenstein-Hawking

Sph = = (4.83)

A
1

4.3.4 La matrice di densita termica

Beatrice: wow! Allora i buchi neri sono caldi! Tutto dunque quadra nella
termodinamica dei buchi neri! C’¢ ancora una cosa che non capisco,
perd: mi aspettavo che, come per l'effetto Unruh, il bagno termico
fosse descritto da una matrice di densita; invece sembra che a |0y,)
corrisponda un vettore (e quindi uno stato puro) di Hgyg. . .

Azel: non correre! Se guardi bene. ..

...nella sezione precedente, ci siamo limitati a ricavare 1’azione su |0y,) dell’o-
peratore numero dei modi esterni out-going. Se vogliamo ottenere ’espressione
formale di |0y,) come stato dello spazio di Fock out, non ¢ piu sufficiente limi-
tarsi a una Hgyi-teoria della sola regione I. Dopo la formazione dell’orizzonte
degli eventi h™, ogni superficie di Cauchy ¥ per 'intero spazio-tempo M dovra
necessariamente intersecare h™, e la costruzione out dovra per forza rappresen-
tare anche i gradi di liberta che giacciono interamente in 3 NIII e sono pertanto
inaccessibili agli osservatori esterni. Da un altro punto di vista, il motivo per
cui non & possibile stabilire una corrispondenza tra la Hj,-teoria e la Hyt-teoria
“incompleta” & che alcune soluzioni di Hj, rappresentano onde che vengono in-
teramente “inghiottite” dal buco nero; le soluzioni con supporto in ¥ NIII sono
allora necessarie se si vuole dare una rappresentazione di |0;,) come stato puro.
Una volta espresso |0;,) come stato della Hyy¢-teoria “completa”, potremo
fare la traccia sui gradi di liberta di X N III, ottenendo una matrice di densita
effettiva che descrive, per tempi sufficientemente tard@, la regione esterna I.
Per “immergere” |0i,) nello spazio di Fock della H,,¢-teoria possiamo segui-
re un procedimento simile allo “schema di Unruh” di sez. Dalle soluzioni
*X1,m,c (sullo spazio-tempo di buco nero eterno) ¢ possibile ottenere, per ri-
flessione attraverso lorigine, delle soluzioni ex%’lm’o che hanno supporto nella
regione IT di M (vedi fig. [.7)); in particolare, Te soluzioni eleg%o coniugate de-
scrivono onde che hanno origine nella singolarita di buco bianco e che vengono

28La porzione esterna ¥ N1 di una qualsiasi superficie di Cauchy space-like  vicina a 37 ha
sempre una porzione di nel suo futuro causale: ne segue che la descrizione quantistica di
i di A" nel fut 1 he la descrizi tistica di

> NIII non puo prescindere dai modi “interni” di X NIII. L’effetto di questa “coda”, tuttavia,

diventa trascurabile avvicinandosi a i 7.
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Figura 4.7: I modi out-going “riflessi” (a) ®x*!! per il buco nero eterno e (b) x!

—

per il buco nero incipiente

in parte riflesse nella regione di buco nero, in parte trasmesse all’infinito nullo
futuro della regione II. In M, le soluzioni con gli stessi dati di exz’:gw nella
Ew) rappresentano onde che si pro-
pagano da J~ direttamente in A*. In particolare, queste onde si affollano vicino
all’orizzonte h™ (ma nella regione interna) e nei pressi della geodetica nulla
(ma nel suo futuro). Ora, con lo stesso genere di argomenti che abbiamo usato

. . . . N . . 0
per propagare all’indietro i modi Y, e facile convmcers che

regione III (le chiameremo ovviamente x;

Qo = Qo Boe = Buo (4.84)

) — [N

Utilizzando insieme i modi Xjm o € X}Im » tenendo conto del fatto che (a me-

no di fasi non importanti) B, , = 6_4”M"Q{;U, e possibile costruire, in modo
analogo a quanto fatto in sez. [LZH, un set completo di modi a frequenza pu-
ramente positiva rispetto al tempo asintotico di J~, dati (a meno di un fattore

di normalizzazione) da

~ —4nMo | *I1
Xl,m,o = Xlm,o +e Xi,m,o0
X A 4 (4.85)
~ _ + e—47rM|o‘| * .
Xtm,—lo| = Xim,|o| Xim, o’

da questi modi ¢ facile ricavare come in sez. B.3.4] 'azione dell’operatore & =
___1 J—
DC " Hout — Hous,

* _ _—4mMo 11
Ezgl,m,a =e Kl,m,cr? (4 86)
e «II _ —4nrMo . !
Kl,m,a =e Kl,m,cr;

possiamo quindi utilizzare l'eq. ([3.83]) per ottenere la tanto desiderata espres-
sione di |0;,) come stato di Hoyt:

|\P> = U|01n> = Z_1/2 ®’IOIO:0 (@l,m,o e_nﬂ-a/’{ |ﬁa,l,m> ® |ﬂ(7,l,m7]:[>) : (487)

Vedi comunque [Wald 1975, [Wald 1994].
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Questa derivazione mostra che le “particelle” out-going misurate in |0y,) dagli
osservatori vicini a T sono correlate con “particelle” che cadono nel buco nero
appena dopo la formazione dell’orizzonte degli eventi. Solo in questo senso
si puo dare credito all’esposizione divulgativa abbastanza diffusa che spiega
la radiazione di Hawking come dovuta alla creazione nello stato di vuoto del
campo di una coppia di particelle virtuali, una delle quali cade nel buco nero
mentre laltra viaggia verso J* come particella reale.

La matrice di densita p che descrive completamente lo stato del campo
nella regione I di M si ottiene facendo la traccia sugli stati |04, m, II) dopo aver

N«

formato la matrice di densita “pura” |¥)(U|:
p =t U)W = 271 9320 (Sumoe ™ [noum)nosml) . (4.89)

Il lettore attento puo essersi preoccupato perché non abbiamo dato nessuna
indicazione esplicita riguardo alla scelta delle soluzioni a frequenza positiva (e
quindi dello spazio di Hilbert “a una particella” H) su ¥ N III; la nostra negli-
genza, tuttavia, e giustificata, visto che prima di tutto gli osservatori esterni
non possono formulare nessuna definizione sensata di frequenza positiva relati-
vamente a gradi di liberta a cui non hanno accesso, e in secondo luogo perché la
matrice di densita p = tryy |¥U) (] & invariante rispetto alla scelta dei modi “in-
terni”. Diverse scelte porterebbero infatti a stati |14, m,II) e |n! IT) legati

Zo,l,m>
da una trasformazione unitaria Vj;; ma per l'invarianza ciclica della traccia,

trpy Vi) (U |Vt = trp [0) (U |V Vg = g (4.89)

4.3.5 1l processo di evaporazione dei buchi neri

Nelle due ultime sezioni ci siamo concentrati sulla derivazione matematica del-
leffetto Hawking; & senza dubbio molto interessante, tuttavia, chiedersi se la
radiazione termica dei buchi neri, oltre a completare il quadro concettuale della
termodinamica dei buchi neri (torneremo su questo aspetto) abbia altresi effetti
sperimentabili praticamente.

Come abbiamo gia anticipato, rimettendo a posto le costanti in Ty si trova

he3 M,
Ty — _—6-10"8 [ =2 ) °K: 4.
H= e 010 ( M > ’ (4.90)

~

se si tiene presente la temperatura della radiazione cosmica di fondo (= 3°K),
risulta evidente che la radiazione di Hawking ¢ trascurabile per i buchi neri che
devono la propria origine a processi di collasso gravitazionale stellare (con M >
M), ma puo diventare importante per i buchi neri pit piccoli che potrebbero
essersi formati a causa delle fluttuazioni di densita dell’universo primitivo.

Per calcolare il rate di emissione di energia di un buco nero integriamo il
valore di aspettazione (0in|Typ|0in) del tensore di energia-impulso del campo
su una superficie sferica che circonda il buco nero per un tempo t “tardo”.
Possiamo sfuggire ai problemi di definizione di Ty, (cha abbiamo incontrato in
sez. [3.3.8]) tenendo conto che per grandi raggi lo spazio-tempo ¢ essenzialmente
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piatto, ed & possibile rinormalizzare ’energia con un semplice normal-ordering.
A partire dall’eq. (3.104) otteniamo, nel limite r — 400,

dFE
@ / dS (D) (97) (Orn| Tup|Oi) =

= [ (0ul¥i9() % 6(0) o) =
/dS Z /dada VtleoVer/m/ /) (O | Clmgﬁl’m 2 10m) =

L,m,l’,m
|Bla|
- Z 27‘(‘ e87rMa _ 1’
(4.91)

dove tra la seconda e la terza riga abbiamo applicato la condizione di normal-
ordering; tra la terza e la quarta riga abbiamo utilizzato la normalizzazione
.16)) delle soluzioni Xy ., 0 € la loro dipendenza asintotica, e integrato sulla
superficie sferica sfruttando 'ortonormalita delle Y m(8,¢); infine, abbiamo
inserito il risultato (4.82]) per il valore di aspettazione dell’'operatore numero.

Per valutare ’emissione energetica del nostro buco nero ¢ dunque necessa-
rio conoscere i coefficienti B;, di trasmissione dei modi attraverso la barriera
di potenziale V. Le tecniche necessarie a questo scopo, fortunatamente, sono
state sviluppate nello studio delle perturbazioni gmm’tazionah@ dei buchi ne-
ri. Per il buco nero incipiente “di Schwarzschild”, il calcolo & stato effettuato
da [Page 1976a], che considera soltanto il caso dei campi mass-less conosciuti
(questi dominano comunque I’emissione per temperature Ty minori di m.c?/k,
dove me & la massa dell’elettrone). Come 'esistenza della “barriera centrifuga”
poteva far supporre, la radiazione ¢ emessa in modo preponderante (per oltre
il 95%) in modi con momento angolare orbitale I = 0. Lo spettro totale di
emissione ha un picco per o = 0.17M !, e decade rapidamente (di un fattore
10%) entro poche frazioni di M~!. Le lunghezze d’onda dominanti superano
pertanto il raggio del buco nero. La potenza totale radla‘w. e

dE M _Qerg
— ) =124.-10"2% —° 4.92
(%) =10 () 2 (192

(da confrontare, ad esempio, con la potenza solare W, = 3.83-10%3erg/s). 87%
della radiazione ¢ emessa nei tre tipi di neutrini, 12% in fotoni e 1% in gravitoni.

Consideriamo ora nella regione stazionaria dello spazio-tempo del buco nero
una superficie bidimensionale © formata da due superfici di Cauchy a t costante
e da due superfici sferiche ro, > 2M e r,, = 2M + €. Poiché la densita di

30Le perturbazioni della metrica, trattate con le equazioni di Einstein linearizzate, sono
essenzialmente campi mass-less classici sul background di buco nero, e portano ad equazio-
ni simili alla (@73). Per la teoria generale si vedano [Chandrasekhar 1983] [Piazza 1997];
per le references relative alle tecniche di calcolo numeriche si vedano invece [Page 1976al
Page 1976b].

31 Abbiamo corretto i risultati di [Page 1976a] per tenere conto del neutrino 7, che non era
noto nel 1976.
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energia-momento (Ty,) del campo quantistico ha divergenza nulla, il flusso di
energia attraverso © deve annullarsi; la presenza del campo di Killing (0;) ci
permette di concludere ulteriormente che

£ () {(Tab>(8t)b} = 0; (4.93)

ne segue che il flusso di energia attraverso le due superfici a ¢ costante & com-
plessivamente nullo. L’esistenza di un flusso costante di energia verso ’esterno,
determinato in eq. (d91]), implica quindi che un flusso di energia negativo della
stessa grandezza dovra fluire attraverso l’orizzonte degli eventi. Se si assume
strumentalmente la validita delle equazioni di Einstein semiclassiche,

Gab = 87T<Tab>7 (494)

si puo concludere che la back-reaction dell’energia dei campi quantistici sulla
geometria dello spazio-tempo costringera il buco nero a perdere una massa
corrispondente all’energia radiata: questo fenomeno € noto come evaporazione
di Hawking.

Purtroppo non ¢ possibile ottenere una conferma di questi risultati risol-
vendo in modo consistente I'eq. (£94]), per i problemi legati alla definizione di
Ty in regioni curve dello spazio-tempo (vedi sez. B.3.8] in particolare la nota
B1), ma soprattutto perché l'eq. [@94]) ¢ terribilmente difficile: (Ty;) contiene
derivate del quarto ordine della metrica ed € in generale un funzionale altamen-
te non-locale di gqp. In questo senso la (£94]) ¢ analoga all’equazione del moto
di una carica puntiforme in elettrodinamica classica quando si include il termi-
ne di reazione di radiazione: compaiono delle soluzioni spurie divergenti che,
nel caso gravitazionale, non ¢ chiaro come separare dalle soluzioni fisicamente
rappresentative.

In ogni modo, come ragiona [Wald 1994], su basi fisiche & logico aspettarsi
che, per buchi neri di massa molto maggiore della massa di Planck gli effetti
di back-reaction siano localmente piccoli e provochino una lenta e progressiva
diminuzione di M. In questo caso lo spazio-tempo dovrebbe essere descrit-
to abbastanza bene da una geometria quasi-stazionaria, data localmente dalla
metrica di Schwarzschild con M che descresce “adiabaticamente”.

Naturalmente, alla diminuzione di M si accompagna un restringimento del-
I’area A dell’orizzonte degli eventi, dovuto al flusso di energia negativa del cam-
po quantistico attraverso l'orizzonte (anche se dA < 0, il teorema dell’area di
sez. .24l non viene violato proprio perché cade la null energy condition). Que-
sta ipotesi risolve anche 'apparente paradosso per cui la radiazione che arriva
all’infinito con potenza costante dovrebbe provenire interamente dalla regione
di spazio-tempo vicina all’evento di formazione dell’orizzonte h™ (il motivo &
che 1i si intersecano tutte le superfici di Cauchy a ¢ costante). La radiazione di
Hawking, invece, é emessa durante tutta la fase stazionaria del buco nero dalla
regione appena fuori dallo “shrinking event horizon”.

Dato che la potenza di emissione & proporzionale a M 2, il processo diventa
sempre piu rapido mentre M diminuisce. Estrapolando I’approssimazione quasi-
stazionaria fino alle sue ultime conseguenze, si trova che un buco nero di massa
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M dovrebbe evaporare completamente entro un tempo

2 dE\ ! M3
- (M= =1.61-10 [ — ) 4.95
T3 ( dt) <M®> Y (4.95)

Tuttavia, la debolezza intrinseca dell’emissione e tale che soltanto i buchi ne-
ri di massa piu piccola (secondo [Page 1976a], dellordind*? di 5 - 10Mg =
2.5-107 M) hanno la possibilita di evaporare completamente entro il tempo
stimato per la vita dell’universo (dell’ordine di 10'%y).

4.3.6 Altre particelle, altri buchi neri

Citando il risultato di [Page 1976a] sulla luminosita del buco incipiente di Sch-
warzschild, abbiamo implicitamente affermato che l'effetto Hawking & estendi-
bile a tutte le particelle mass-less conosciute. In effetti, tutti i risultati otte-
nuti con il campo “giocattolo” di Beatrice sono validi anche per i campi liberi
“ﬁsici”, con poche modifiche:

1. per i fermioni, si sostituisce il fattore (62”/ # — 1)~! che compare in
eq. ([ER2) con la statistica di Fermi-Dirac (e2™/% + 1)~! [Hawking 1975
Unruh 1976];

2. per le particelle massive, bisogna tenere conto che non & piu possibile
assegnare i dati iniziali sulle superfici nulle J* e J~ (tutte le particel-
le dotate di masse “hanno origine” in i~ e terminano in i"); in questo
caso o deve inoltre comprendere la massa a riposo p della particella,
con il risultato che I’emissione ¢ molto debole se Ty < p [Hawking 1975,
Hartle e Hawking 1976], Dimock 1985].

L’effetto Hawking si puo inoltre estendere [°q a tutti i buchi neri incipienti la cui
fase stazionaria € descritta da una soluzione della famiglia di Kerr-Newman. Il
numero di particelle di carica e osservate in un modo di energia ¢ e momento
angolare orbitale m nella direzione di rotazione del buco nero diventa allora

|BI”

e2mk~H(o—mQ—e®) ¥ 1’ (496)

dove €2 e ® sono la velocita angolare e il potenziale elettrostatico dell’orizzonte
degli eventi. I nuovi termini indicano che le particelle sono emesse di preferenza
con un momento angolare equiverso a J: ne segue che il processo di evapora-
zione rallenta progressivamente la rotazione dei buchi neri. Lo stesso vale per
I’emissione di particelle cariche, che tendera a scaricarli. Per m$ + e® > o
(e per i soli bosoni) il denominatore di eq. (£96]) diventa negativo; in questa

32Per ottenere questa stima & necessario correggere la valutazione per emissione di particelle
massive.

33Naturalmente, nessun campo libero & fisico! Intendiamo piuttosto campi caratterizzati
dalla massa e dallo spin (nonché, se ¢ presente, la gauge-invariance dei campi del modello
standard).

34[Hawking 1975], [Hartle ¢ Hawking 1976].
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condizione, pero, anche |B|? diventa negativo: questo comportamento viene
attribuito al fenomeno della superradianza.

Consideriamo, come in [Hawking 1975], la prima legge della termodinamica
dei buchi neri per il processo in cui un pacchetto d’onde di un campo classico
bosonico con energia o, carica e e momento angolare m viene fatto incidere su
un buco nero di Kerr-Newman:

dM = 8ﬁdA +QdJ + P dQ; (4.97)
T

dato che dM ¢ proporzionale a o, e dJ e d@ (con la stessa costante di propor-
zionalita) a m ed e, si ottiene

AM(1 —mo™ ' Q — eo™1®) = ——dA. (4.98)
8

Se 0 < mQ+e®, il teorema dell’are richiede che dM sia negativo: il buco nero
cede energia al pacchetto d’onda, che viene diffuso con la stessa frequenza ma
con un’ampiezza accresciuta. Ne segue che il coefficiente classico di trasmissione
verso il buco nero dei modi in-going superradianti (e dunque anche il coefficiente
di trasmissione B nel senso inverso) deve necessariamente essere negativo per
la conservazione della probabilita.

Quantisticamente, la superradianza assomiglia a un processo di emissione
stimolata@ a cui ci aspettiamo si accompagni una corrispondente emissione
spontanea. Effettivamente, si trova che i buchi neri stazionari rotanti e/o carichi
emettono costantemente nei modi superradianti (effetto Starobinski- Um’u).
Sebbene 'eq. (£.96]) predica correttamente 1’emissione superradiante, tuttavia,
questa costituisce un processo logicamente indipendente dall’effetto Hawking, in
quanto non dipende dal collasso gravitazionale, e permane anche per M — oo,
Ty — 0.

4.3.7 Un Topo nello spazio

Beatrice: ¢’¢ un’altra cosa che non mi convince. Abbiamo derivato l'effetto
Hawking con il metodo dei coefficienti di Bogoliubov; ma nel cap. [l
abbiamo imparato a non fidarci di questo tipo di considerazioni, le-
gate al concetto matematico di “particella”! Mi piacerebbe proprio
poter lanciare uno dei miei Topi nello spazio vicino a un buco nero,
e vedere cosa misura! (fig. [L.g]).

Axel: hai ragione, negli ultimi capitoli si e parlato di “particelle” un po’
troppo liberamente! Ma dimmi un po’, quale traiettoria programme-
resti nel tuo Topo?

35Per un campo bosonico, il pacchetto d’onda rispetta la condizione di energia necessaria
per dimostrare la seconda legge. Questo non & vero per i campi fermionici.

36Questo pud darci un’idea del motivo per cui emissione superradiante non si estende ai
fermioni, la cui emissione stimolata € proibita dal principio di esclusione

37[Unruh 1974]: la derivazione precede la scoperta della radiazione di Hawking, e ’ha senza
dubbio ispirata in parte.
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THE TIMES

O0USE IN SPACE

‘I SHALL WAIT FOR
A 3| His RETURN sAYs
PROUD OWNER !

Figura 4.8: “Mi piacerebbe proprio poter lanciare uno dei miei Topi nello spazio
vicino a un buco nero, e vedere cosa misura!”

Beatrice: dunque...penso che potrei ﬁdarm solo di un Topo inerziale, che
non dovrebbe essere disturbato dall’effetto Unruh! D’altronde, sol-
tanto una traiettoria stazionaria potrebbe garantirmi delle probabi-
lita di transizione indipendenti dal tempo!

Azel: un Topo inerziale e stazionario, allora!

Quando si enuncia l'effetto Hawking affermando che lo stato di vuoto in del
campo € una matrice di densita termica nella regione stazionaria dello spazio-
tempo di buco nero, si sottintendono, come abbiamo visto, tre condizioni:

1. |0i,) € una matrice di densita termica rispetto ai soli modi out-going, che

appaiono provenire dall’orizzonte degli eventi;

. il risultato diventa esatto soltanto nel limite di osservatori sufficientemente

tard (“prima” vige un regime transitorio in cui la radiazione dipende
dai dettagli del collasso gravitazionale) ...

..e sufficientemente lontani dall’orizzonte degli eventi (r > M) perché
il tunnelling dei modi attraverso la barriera di potenziale sia completo;

. infine, il fattore di Boltzmann che compare nell’espressione della ma-

trice di densita termica contiene ’energia misurata rispetto al tempo di
Schwarzschild t.

38Vedi cap. [

3911 buco nero raggiunge il regime di corpo nero perfetto molto rapidamente, tipicamente per
tempi all’infinito > 107°M /My s dopo la formazione dell’orizzonte degli eventi [Wald 1976].
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Dovrebbe essere chiaro, a questo punto, che la radiazione ¢ implicitamente de-
finita rispetto alla classe degli osservatori che si muovono all’infinito, per tempi
tardi, lungo le orbite del campo di Killing (9;)®. Chiaramente, queste world-
lines mon sono geodetiche dello spazio-tempo di Minkowski, e non soddisfano
il primo “desiderio” di Beatrice. Prendiamo comunque un Topo che segue la

traiettoria
()
To

r=ro, (4.99)
0= 907
\ Qb = ¢07

possiamo calcolare la probabilita di eccitazione del Topo con la seconda delle
eq. (L)), utilizzando l'eq. (£87) per lo stato del Camp e decomponendo l'o-
peratore di campo ¢(z) sui modi x;,m . Per semplicita, tratteremo le soluzioni
Xi,m,sc come una base numerabile e indicheremo con « l'insieme degli indici [,
m, o; allora,

m-Z' [ @ @iotemnie)
_Z'\/m/dtemm {ZXQCQ+Xa L}

2

2
' {Z 12 ®nzo Do Wna//ﬁ|na’>‘ng’>}

)

(4.100)

utilizzando la forma asintotica di y,,
Ba
Xo = —F—7—"Y,
An V2w 2071 "

possiamo integrare su 7 fissando il valore di o = E+\/1 — 2M/r( e selezionando
gli operatori di distruzione c:

B Yim ewré —
Z; Z \/ﬁ\/ﬁro =l

{7272 @5 o ™ b (0 = D)l |

(8, p)eiom0e it (4.101)

2

_ ZZ |B | ZBZ:;(E ¢)|2 Z—1n6—27mcr/n — (4'102)
I,m n=0

RO - o)
L,m 0

“Visto che l'operatore di campo nella regione esterna lascia inalterati i vettori |n'l), il
risultato del calcolo sara lo stesso che se avessimo utilizzato la matrice di densita p.
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Come si puo vedere, Ry contiene il fattore di Bose-Einstein e dipende dai due
angoli 0 e ¢ del detector in funzione della decomposizione in armoniche sferiche
delle onde out-going; infine, si indebolisce come 1/47rZ mentre i detectors si
allontanano, come ¢ logico aspettarsi visto che la radiazione deve “spargersi” su
una superficie sferica di raggio rg. Il preciso significato statistico di Ry, tuttavia,
non ¢ chiaro prima di averla confrontata con la probabilita di diseccitazione.
Per ottenere R_ & sufficiente sostituire ’azione di EL a quella di ¢, in eq.

(E.102):

Bol*|Yi.m(0 _ _
ZZ‘ ‘|l )|Z1(n—|—1)e 2mno/k _

2
T 7m0 drrg B

-3 RO 5 (s o) () ]

(4.103)

per il rapporto R;/R_, che attraverso 'eq. (L35]) determina la distribuzione
di un ensemble di Topi in equilibrio con il campo, si trova finalmente

% _ e—27ra/r{ — e—E\/m/TH7 (4104)

come ¢ appropriato per una distribuzione esattamente termica. Sorprenden-
temente, R, /R_ ¢ indipendente dai coefficienti di trasmissione B. Il motivo
fisico & che, sebbene una parte della radiazione di Hawking venga riflessa verso
I'interno del buco nero, & altrettanto vero che una parte della radiazione emessa
dal detector viene riflessa dalla barriera di potenziale verso ’esterno. Al depau-
peramento della probabilita di eccitazione (evidente nel fattore proporzionale a
|B| dell’ultima delle (@I02))) si accompagna una corrispondente riduzione della
probabilita di diseccitazione.

E poi importante notare il blue-shift della temperatura osservata dai detec-
tor: per traiettorie a raggio costante 7,

Tu
Tioe = ——ol
e T 2M /o

Ovviamente questo risultato non puo essere estrapolato a raggi arbitrariamente
piccoli, sia perché avvicinandosi alla barriera di potenziale non e piu valida la
forma asintotica di y che abbiamo utilizzato, sia perché avvicinandosi all’oriz-
zonte degli eventi le orbite stazionarie tangenti a (8;)® implicano accelerazioni
(rispetto alle geodetiche) insostenibili: I’eventuale temperatura infinita osserva-
ta nei pressi dell’orizzonte sarebbe pertanto da attribuire a una sorta di effetto
Unruh. In [Hawking 1975| si dimostra invece che un osservatore in caduta libe-
ra attraverso l'orizzonte degli eventi non percepirebbe alcuna densita infinita
di energia.

In questa derivazione abbiamo tuttavia trascurato un punto molto impor-
tante (in effetti, la prima condizione enunciata a inizio sezione): la decomposi-
zione dell’operatore di campo avrebbe dovuto contenere anche i modi in-going

(4.105)
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Xi,m.o! Aggiungendo questi ultimi in ([@I02) la probabilita di eccitazione R,
rimane inalterata (perché |W) & uno stato di vuoto rispetto alle soluzioni X7 .o
e viene annullato dagli operatori ¢;, ,); R, tuttavia, ottiene un ulteriore con-
tributo dall’emissione spontanea del detector nei modi in-going. L'eq. (4.104]) ¢
pertanto corretta soltanto per un detector che abbia una sensibilita direzionale
limitata ai soli modi out-going. Se questo non ¢ disponibile, nessun ensemble
termico di Topi potra trovarsi in equilibrio con il campo, “meta” del quale si
trova alla temperatura di Hawking, “meta” invece allo zero assoluto. La presen-
za dei Topi accoppia i gradi di liberta out-going del campo con quelli in-going:
si creera pertanto un flusso di energia dai modi “caldi” a quelli “freddi”, mentre
i Topi manterranno una “posizione77 intermedia.

Vogliamo ora esaudire il desiderio di Beatrice, studiando il comportamento
di un detector in moto su una traiettoria sta stazionaria che inerziale. Le world-
lines che fanno al caso nostro sono le orbite circolari stabili introdotte in fig.
41l che possono essere costruite combinando i campi di Killing (9;)* e (94)*
dello spazio-tempo di Schwarzschild. Scrivendo la 4-velocita del detector come

u® = N ((0)" + w(0y)") (4.106)
(dove w = do¢/dt & la wvelocita angolare all’infinito e N & il coefficiente di
normalizzazione necessario per avere u®u, = —1), e utilizzando la condizione

WQTS’ = M valida per queste orbite, si trova la traiettoria

t=Nr,

e (4.107)
0 = 0o,

¢ = Nwr,

dove N = (1 — M/rg)~ /2. La derivazione di R, ed R_ procede in modo molto
simile a quanto abbiamo appena visto. La parte di x, dipendente da 7 non &
pilt solo e~ ma, attraverso Y;,,(0, ¢), & data da

eim¢(7)e—i0t(7) — gimNwr ,—ioNT (4108)

Ne segue che la § di Dirac che si ottiene con l'integrazione su 7 fissa o =
E/N — mw. La radiazione misurata dal detector subira pertanto una sorta di
blue-shift gemeralizzato dipendente, oltre che dal raggio dell’orbita, dalla sua
velocita angolare e dal valore di m del modo che si considera. Visto pero che
la radiazione ¢ limitata prevalentemente a valori di o dell’ordine di M~ e a
numeri quantici [ e m piccoli, e che per traiettorie sufficientemente lontane
dal buco nero w = /M/ 7“8’ < M~ scopriamo che il nuovo Topo stazionario
e inerziale e approssimato molto bene dal detector stazionario che abbiamo
studiato esaurientemente.

Terminiamo le nostre considerazioni sui Topi riportando una recente de-
rivazione dell’effetto Hawking, dovuta a [Fredenhagen e Haag 1990], in cui la

“INon si pud dire “temperatura”, il che richiederebbe una distribuzione termica.
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l

Figura 4.9: Propagazione delle soluzioni classiche per I'equazione d’onda del
campo di Klein-Gordon mass-less

La propagazione del campo classico mass-less avviene lungo le geodetiche nulle (nel
diagramma di Penrose, linee a 45°); ¢ evidente (sebbene non facile da dimostrare
analiticamente) come il valore di una soluzione vicino a i* dipenda soltanto dai suoi
valori vicino all’orizzonte degli eventi e al boundary causale nullo.

probabilita di eccitazione R4 di un detector che soddisfa alle condizioni ripor-
tate all’inizio della sezione viene calcolata utilizzando la funzione di Wightman
del campo, alla base delle nostre analisi nel cap. [Il Il rivelatore utilizzato non
e, a dire il vero, un detector di DeWitt (vedi sez.[[.3.2]), perché 'accoppiamento
con l'operatore di campo ¢ smeared nello spazio-tempo con una funzione liscia
h(z). Non vediamo tuttavia nessun ostacolo, in linea di principio, a prendere il
limite h(z) — [ dr§(z(7)) ottenendo cosi uno dei nostri Topi.

Come ¢ possibile, tuttavia, conoscere la forma di W (zy,x2) in uno spazio-
tempo complesso (e soprattutto sottodeterminato, se non si assegna la metrica
interiore della materia) come quello che ci troviamo a trattare? L’ingegnosa
risposta sta in una serie di considerazioni intorno al fatto che l'operatore di
campo soddisfa ’equazione d’onda classica del campo. Consideriamo una folia-
zione dello spazio-tempo in superfici di Cauchy, e, per semplicita, supponiamo
che lo smearing di ¢(x) sia limitato a una sola superficie ¥ (potremo sempre
integrare su superfici successive per ottenere uno smearing spazio-temporale).
Possiamo scrivere I'hamiltoniana di interazione [ h(z)¢(x)d*z come il “prodot-
to scalare simplettico” (sez. B.1.2)) di ¢(z) per una appropriata funzione f(x)
che sia soluzione dell’equazione d’onda con sorgente h(x) in X:

—

Hy = . o(x) (i0pn) f () d3at, (4.109)
f



4.3. ENTROPIA E TEMPERATURA 147

dato pero che il prodotto simplettico tra soluzioni € conservato nell’evoluzione
dinamica del sistema, potremmo ottenere H; anche da un integrale su una su-
perficie di Cauchy “precedente”: diciamo la superficie 3; di fig. [£.9] che interseca
l'orizzonte degli eventi nel momento in cui questo viene attraversato dalla di-
stribuzione di materia. Ci servono allora due ingredienti: 1’espressione di ¢(x) e
quella di f(x) su ¥;. Analizzando il problema della propagazione all’indietro di
f(z) da Xy in ¥; (che ¢ affrontabile con metodi analitici visto che conosciamo
la forma esatta della metrica nella regione esterna stazionaria), ci si accorge
subito che il valore di f(z) in una regione vicina a it ¢ determinato solamente
dal suo valore nei pressi delle intersezioni di 3; con h' e con I* (fig. E9).

Cio vuol dire che nel limite di tempi tardi, & possibile trovare il valore di
Hi su |Oin) semplicemente conoscendo il comportamento di ¢(z) nel limite di =
tendente a ;AT e ¥;NIT. In realtd, le probabilita di transizione contengono
due operatori H; affiancati, cosicché I'operatore di cui ci interessa conoscere il
valore ¢ proprio la funzione di Wightman W. Assumendo soltanto che nei due
limiti questa soddisfi alla condizione di Hadamard (cioé che (Ty,) sia regolare:
vedi sez. [3.3.R)) e che nel limite su I™ W descriva uno stato di vuoto, & possibile
dimostrare che la probabilita di eccitazione dei detectors vicini a iT & proprio
quella che abbiamo gia calcolato in questa sezione.

Questa derivazione e particolarmente interessante perché, oltre a ribadire
che 1 particolari del processo di collasso gravitazionale sono irrilevanti ai fini
della emissione termica “tarda” del buco nero, completa la dimostrazione “di
matrice S” evidenziandone i dati fisici fondamentali: 1’assenza di radiazione
in-going dall’infinito e la regolarita del tensore di energia-impulso nei pressi
dell’orizzonte.

4.3.8 1l problema dell’information loss

Nel corso del nostro lavoro, abbiamo ripetutamente incontrato situazioni in cui
agli osservatori in una regione dello spazio-tempo ¢ preclusa qualsiasi misura-
zione sullo stato fisico di un’altra regione. Naturalmente questo ¢ il caso degli
osservatori esterni all’orizzonte degli eventi per gli spazio-tempo di buco nero,
ma lo stesso accade agli osservatori uniformemente accelerati nello spazio-tempo
di Minkowski (ampiamente discussi nel cap. []).

In queste circostanze abbiamo sempre affermato che lo stato quantistico del
campo & descritto per questi osservatori da una matrice di densitd ottenuta fa-
cendo la traccia sui gradi di liberta non osservabili. L’ipotesi sottostante e che,
in assenza di qualsiasi informazione su di essi, ogni loro configurazione sia ugual-
mente probabile (principio di ignoranza). Allora al carattere intrinsecamente
probabilistico della meccanica quantistica si aggiunge un ulteriore incertezza di
carattere, questa volta, essenzialmente statistico.

In effetti, ¢ possibile dare varie interpretazione al ruolo dell’ operatore densita
in meccanica quantistica. In questo lavoro aderiamo al punto di vista secondo
il quale le probabilita di transizione ottenute lavorando su stati puri rappresen-
tano la distribuzione degli esiti prevista per una serie di esperimenti in cui lo
stato iniziale del sistema viene preparato sempre esattamente nello stesso modo;
mentre le probabilita ottenute utilizzando il formalismo delle matrici di densita
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descrivono la distribuzione degli esiti per serie di esperimenti le cui condizioni
iniziali sono distribuite statisticamente (perché cosi si vuole fare o perché non
¢ possibile determinarle con precisione assoluta).

La nostra procedura di traccia sembra fisicamente ragionevole, perché si puo
sempre pensare, prendendo come esempio lo spazio-tempo di un buco nero inci-
piente, che allo stato puro iniziale del campo su J~ corrisponde uno stato puro
nelle regioni I e III contemporaneamente, e che 'uso di una matrice di densita
nella regione I riflette soltanto la nostra ignoranza sullo stato del campo in III.
Cosa succede, pero, se il processo di evaporazione di un buco nero prosegue sino
a quando questo scompare del tutto, insieme alla singolarita in r = 0, a tutta la
regione Il e a tutti i gradi di liberta che vi trovano supporto? Sembra proprio
che alla descrizione del campo quantistico come stato puro debba sostituirsi una
matrice di densita! Non sara piu possibile, allora, stabilire una matrice S che
leghi gli stati in e out, ma sara necessario introdurre un piu generale operatore
di superscattering [Hawking 1976Db].

Nell’articolo appena citato, S. Hawking giunge alla radicale conclusione che
per dare coerenza in questa situazione alla meccanica quantistica e necessario
abbandonare il “sacro” principio dell’evoluzione unitaria del vettore di stato.
Tuttavia, non ¢ affatto chiaro se ¢ davvero possibile estrapolare il processo di
evaporazione (fisicamente ragionevole finché la massa del buco nero diminuisce
in modo “adiabatico”) fino alle sue ultime conseguenze. In effetti, ci sono alme-
no due proposte riguardo allo stato finale del buco nero che possono scongiurare
I"“eresia” dell’evoluzione di uno stato puro in uno stato misto:

1. Pevaporazione cessa alla scala della lunghezza di Planck, lasciando un
black hole remnant caratterizzato da un grandissimo numero di gradi di
liberta interni: sembra pero arduo pensare di poter comprimere un tale
contenuto di informazioni in una regione di spazio cosi ristretta;

2. l'informazione riesce a lasciare la regione di buco nero attraverso sot-
tili correlazioni nella radiazione (pseudo-termica, dobbiamo concludere)
emessa durante tutta la fase di evaporazione. Questa soluzione sembra
tuttavia implicare una violazione del principio di causalita: 1’orizzonte de-
gli eventi dovrebbe impedire per definizione questo tipo di comunicazione
verso l'esterno del buco nero (si noti comunque che non ¢ chiaro cosa ac-
cada alla geometria di ™ durante il processo di evaporazione: si potrebbe
immaginare che le fluttuazioni quantistiche della metrica permettano un
certo tunnelling di informazioni).

Ci accontentiamo di questo breve accenno allo spinoso problema noto come
information loss paradox, perché questo costituisce un argomento altrettanto
vasto che la questione dell’interpretazione statistica dell’entropia (che esami-
neremo nel prossimo capitolo), nonché per 'intrinseca debolezza concettuale
di tutta 'argomentazione. Si rimanda percio il lettore all’ampia letteratura
esistente (si vedano ad es. [Wald 1981 [Wald 1984bl Bekenstein 1993]).



Capitolo 5

Sull’interpretazione statistica
dell’entropia dei buchi neri

Dopo aver affrontato il problema della temperatura dei buchi neri con ’aiuto
della meccanica quantistica, il tassello mancante nel mosaico della termodina-
mica dei buchi neri ¢ costituito dalla loro entropia. Se infatti la termodinamica
“fenomenologica” puo accontentarsi di definire dSp, = dM /Ty, sulla scorta
della validita della seconda legge generalizzata, ¢ naturale domandarsi se, come
per 'entropia “comune”, all’entropia dei buchi neri si possa dare un’interpre-
tazione statistica. Abbiamo gia illustrato una proposta in questo senso, quella
di [Bekenstein 1973] (vedi sez. £3.1)): le limitazioni di questa impostazione,
inizialmente adottata anche da Hawking [Hawking 1976a], sono pero diventate
ben presto chiare, e sono discusse in sez. .11

Gli sforzi successivi sono accomunati dalla convinzione che ’entropia Sy
abbia un’origine quantistica. L’impostazione dell’ entanglement entropy, rivista
in sez. 5.2l deriva Sy, a partire dall’entropia informazionale dei campi quanti-
stici di materia in presenza di un orizzonte degli eventi che limita le misurazioni
possibili. Altri autori, invece, individuano ’origine di Sy, nella teoria quanti-
stica della gravitazione, dove un grande numero di microstati distinti puo dare
luogo alla stessa configurazione classica del campo gravitazionale. Il calcolo
a path-integrals di Hawking e Gibbons (sez. [0.3]) fornisce in questo senso un
risultato interessante, sebbene “misterioso” da molti punti di vista.

Gibbons e Hawking, infatti, ottengono Sy, direttamente dall’espressione co-
me integrale funzionale della funzione di partizione del campo gravitazionale,
con condizioni al contorno adatte per un buco nero. Sarebbe fisicamente piu
significativo, invece, contare esplicitamente gli stati dello spazio di Hilbert che
corrispondono classicamente al buco nero. Il problema e, ovviamente, che al
momento non c’e accordo generale su una particolare teoria della quantum gra-
vity, e che lo status teorico delle singole teorie candidate & ancora, per cosi dire,
preliminare. Poiché pero lo sviluppo della quantum gravity € strutturalmente
condizionato dall’assenza di effetti osservabili che possano fornire conferme (o
smentite) sperimentali, la termodinamica dei buchi neri, per la bellezza e la
compattezza dei suoi risultati, & diventata una sorta di banco di prova per ogni
teoria candidata. Questa circostanza ha conferito un grande impulso ai tenta-
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tivi di ottenere Sy, da un “conteggio degli stati”; la derivazione della formula
di Bekenstein-Hawking,

Sbh = (5.1)

4 9
¢ percepita come un sigillo irrinunciabile sulla consacrazione di una teoria signi-
ficativa della quantum gravity. E inutile dire che quasi tutti i lavori pubblicati
sull’argomento proclamano di avere raggiunto ’obiettivo. Tuttavia, a tutt’oggi
non ¢ stato presentato un procedimento completamente convincente. Alcune
delle proposte pit promettenti vengono dalle teorie di stringa, con idee che pero
non siamo in grado di valutare e che sono state percio escluse dal presente la-
voro, e dalle impostazioni che identificano gli stati dell’orizzonte come quelli
significativi ai fini dell’entropia: in sez. [5.4] vedremo un interessante tentativo
in questo senso. Come gran finale, presentiamo in sez. alcuni recenti lavori
nell’ambito della loop quantum gravity di Ashtekar, Smolin e Rovelli.

5.1 Ancora sull’entropia informazionale

In [Bekenstein 1973] si propone che, per un buco nero caratterizzato nella fase
finale stazionaria da un certo insieme di parametri macroscopici, l’entropia sia
data dalla formula di Planck

Sph = log N, (5.2)

dove N ¢ il numero di diversi processi di collasso gravitazionale con i quali po-
trebbe essersi formato quello stesso buco nero; o, equivalentemente, del numero
di possibili configurazioni (per la metrica e per la materia) della sua regione
interna. L’ipotesi implicita & che ’evoluzione congiunta del campo gravitazio-
nale e dei campi di materia conservi su superfici di Cauchy successive lo stesso
contenuto di informazione; nella fase finale, la regione esterna & caratterizzata
da pochissimi parametri, e dunque l'intersezione di una superficie di Cauchy
con la regione interna deve essere caratterizzata dallo stesso numero di gradi di
liberta delle intere superfici di Cauchy per tempi “primitivi”. Poiché la regione
interna e inaccessibile all’osservazione, questa molteplicita di stati possibili si
configura come entropia informazionale.

Innanzitutto, non & per nulla chiaro che N debba essere finito. Si pensi
ad esempio che la metrica di Schwarzschild puo essere “incollata” con con-
tinuita, all’interno dell’orizzonte degli eventi, con la metrica che descrive un
universo di Friedmannl] di diametro arbitrariamente grande (sono le cosiddet-
te metriche di Oppenheimer-Snyder, che costituiscono i modelli piu semplici
utilizzati per discutere i processi di collasso stellare: vedi [Misner et al. 1973]).
[Zurek e Thorne 1985], comunque, danno una stima del numero di modi in cui
un buco nero di Schwarzschild puo essere “assemblato” accumulando particelle
provenienti dall’infinito, e riescono a dare un valore finito a N supponendo che:

Definito come isotropo, omogeneo e chiuso con la topologia di R x S3; la metrica si pud
scrivere
ds* = —dt® + a®(t) [dx® + sin® x (d6? +sin® 0d¢?)], (5.3)
dove x, 0, ¢ sono “angoli 4-dimensionali” e a(t) ¢ il raggio dell’'universo (dipendente dal tempo
cosmico!).
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1. il buco nero sia costruito in un tempo inferiore al suo tempo di evapora-
zione di Hawking;

2. per le particelle sia richiesta un’energia minima, corrispondente a una
lunghezza d’onda pari al diametro 2M del buco nero finale (particelle di
lunghezza d’onda inferiori non potrebbero essere efficacemente localizzate
all'interno dell’orizzonte degli eventi);

3. la vasta maggioranza dei processi di costruzione implichi aggiungere, una
ad una, particelle di questa energia minima (in questo modo ¢ massimiz-
zato il numero di particelle utilizzate e cosi anche il numero delle loro
possibili configurazioni iniziali).

Queste condizioni sono sufficienti a ottenere il corretto ordine di grandezza per
Spr attraverso l'eq. (B.2]). Questa stima & poi raffinata nel seguito dell’articolo
per tenere conto dell’“atmosfera” termica (di Hawking) del buco nero, e ge-
neralizzata a buchi neri rotanti e carichi. Tuttavia quanto abbiamo riportato
rende bene l'idea della difficolta e vaghezza nella definizione di questi calco-
li: come in altri lavori e con altri approcci, 'introduzione di alcune ipotesi ad
hoc ¢ sufficiente a riprodurre 'entropia di Bekenstein-Hawking. Dopotutto, gli
spazio-tempo dei buchi neri stazionari sono caratterizzati da cosi pochi parame-
tri che la formula Sy, = A/ 41123, comungque si calcoli Spy, € valida (a meno di un
fattore di proporzionalita) essenzialmente per motivi dimensionali. Conoscendo
in anticipo il risultato che si vuole ottenere, ¢ difficile giudicare se un’ipotesi
introdotta ad hoc & fisicamente giustificata o ha soltanto il pregio di far tornare
i calcoli.

Ma il problema maggiore di questa impostazione & un altro. Se l'attribu-
zione al buco nero di un’entropia informazionale dovuta all’inaccessibilita della
configurazione interna della metrica e senza dubbio sensata, appare difficile che
in questo modo si possa ottenere una entropia termodinamica. Questa infatti
deve essere un’indice non degli stati meramente possibili per il sistema, ma di
quelli effettivamente occupati nel corso della sua evoluzione dinamica.

Per i sistemi termodinamici “ordinari”, si postula a questo scopo ’ipotesi
ergodica: una delle sue conseguenze € che la traiettoria nello spazio delle fasi
di un sistema C' isolato giace su una ipersuperficie ¥ a energia F costante
e trascorre in ogni regione I' C ¥ un tempo proporzionale alla superficie di
I". In altre parole, in ogni istante c’¢ uguale probabilita di trovare il sistema
in uno qualsiasi degli stati possibili. Se poi & possibile dividere il sistema in
due parti C; e Cy debolmente interagenti, tali cioe che il numero totale N di
stati accessibili al sistema C sia dato dal prodotto Nj - Ny del numero di stati
accessibili ai due sottosistemi, la condizione di massima entropia implica che

0_1nN_8lnN1 0ln Ny

3L, ~ 0B, Ok, (5-4)

(si ricordi che l'energia totale ¢ fissata: Fy = E — Ey); ovvero, le temperature
dei due sistemi sono uguali:

051 05

51 = 8—E1 = G—EQ = 52- (5-5)
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In queste condizioni, la probabilita di trovare C; in uno stato con energia Ej =
Ey + AFE, & proporzionale a

S1ED) — S2(E2—AE1) oy S2(E2)—(052/0E2)AEL  —BAEL e_ﬁE{, (5.6)
dove €?F1 & il peso di Boltzmann. Formalmente, si pud dimostrare che nell’i-
potesi che le probabilita dei singoli stati seguano la distribuzione di Boltzmann
pi = Z te PEi dove Z = > e PEi ¢ la funzione di partizione di un ensemble

canonico, l’entropia di Shannon coincide con [’entropia termodinamica:

Ssh = —sz‘ Inp;, =
= —Z (Z_le_ﬁEi) In (Z_le_ﬁEi) =

= gzi:Ene_ﬁE" + % Ze‘ﬁEn =

%

=03(E)+InZ.

L’interpretazione di [Bekenstein 1973| non realizza le condizioni pitt importanti
che abbiamo posto: soltanto uno degli “stati” conteggiati in Sy, ¢ effettivamen-
te occupato dal buco nero, in quanto nel coarse-graining stiamo considerando
intere traiettorie piuttosto che punti nello spazio delle fasi. Inoltre, il cam-
po gravitazionale della regione interna del buco nero non € accoppiato in modo
debole e bidirezionale con 'esterno, come sarebbe necessario per parlare di equi-
librio termico, ma piuttosto, per la stessa natura dell’orizzonte degli eventi, in
modo forte e unidirezionale.

Il lettore potrebbe osservare che stiamo sostanzialmente ripetendo l’argo-
mento per il quale I'equilibrio termodinamico di un buco nero con ’esterno e
impossibile, visto che la sua temperatura classica ¢ 0. Non avevamo forse supe-
rato questo ostacolo con la scoperta della radiazione di Hawking? Il punto e che
I'impostazione che abbiamo analizzato in questa sezione non spiega che legame
c’e tra i gradi di liberta gravitazionali conteggiati nell’entropia e i gradi di li-
berta (dei campi di materia) effettivamente responsabili dell’emissione termica
del buco nero. Le caratteristiche causali dell’orizzonte degli eventi, nonché il
fatto che I'entropia di formula (5.2)) ha un’origine prettamente classica e dunque
“inconsapevole” della radiazione di Hawking, sembrano escludere una qualsiasi
connessione.

5.2 Entanglement entropy

L’entropia “delle configurazioni gravitazionali interne” sembra pertanto inca-
pace di spiegare il comportamento termodinamico dei buchi neri. La discus-
sione dell’ultima sezione & pero stata utile perché ci ha fornito alcune idee sul
meccanismo che potrebbe generare Syy:

1. e senza dubbio attraente attribuire un’entropia intrinseca alla struttura
causale caratterizzata dalla presenza dell’orizzonte degli eventi, che genera
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una limitazione dell’informazione massima che si puo ottenere sullo spazio-
tempo e sui campi di materia;

2. tuttavia non & chiaro come i gradi di liberta (gravitazionali o meno)
interni al buco nero possano influenzare causalmente, e dunque anche
termodinamicamente, la regione esterna;

3. inoltre, sembra necessario che i gradi di liberta responsabili dell’entropia
siano gli stessi che danno origine alla radiazione di Hawking; dobbiamo
pertanto concentrarci sui campi di materia.

L’impostazione dell’entropia di entanglement prende spunto da tutte queste os-
servazion. Infatti, lo stato quantistico dei campi di materia su un background
di buco nero & dato da una matrice di densita p; tuttavia, i gradi di liberta
quantistici localizzati nella regione di buco nero non sono accessibili alle misu-
razioni degli osservatori esterni. Dal punto di vista di questi ultimi, lo stato
dei campi di materia puo essere descritto da una matrice di densita efficace pegt
ottenuta da p facendo la traccia su tutti i gradi di liberta invisibili. Syy sara
allora ’entropia di von Neumann di peg, ovvero

Sbh = —tT pegr In pegr, (58)

(essenzialmente si tratta ancora dell’entropia di Shannon). Il problema dell’in-
terazione causale (punto 2) ¢ superato poiché, semplicemente, Sy, risiede nella
regione esterna al buco nero.
uesta impostazione ha ricevuto un impulso iniziale da un articolo del

1986, nel quale si prova che per un semplice modello di teoria di campo in
R3, T’introduzione artificiale di un boundary piano, con la conseguente ridu-
zione della matrice di densita a una matrice di densita efficace per la regione
esterna, genera un’entropia non nulla —tr peg In peg per stati puri del campo
per cui —trplnp = 0. Inoltre, questa entropia € proporzionale all’area della
superficie di separazione. In [Srednicki 1993] si dimostra che lo stesso risultato
vale anche per un boundary sferico, sempre nello spazio piatto.

E facile vedere con un argomento euristico perché I'entropia di von Neumann
debba essere proporzionale alla superficie di separazione: innanzitutto, vale il

Teorema (di simmetria): supponiamo di avere uno stato puro
quantistico, descritto dalla matrice di densita p = |¥)(¥[, in uno
spazio diviso in due regioni I'y e I'g; allora l’entropia di von Neu-
mann ¢ la stessa per la matrice di densita ridotta py (ottenuta facen-
do la traccia sui gradi di liberta localizzati in I') e per pa (ottenuta
facendo la traccia in I'y).

Dimostrazione: sia |V) = 37,  ¢jli);]a)y; allora (p1)i; = (cc)ij,
(p2)ap = (cTc*)ap, € per ogni intero positivo n, trp} = trp3; ne
segue che tr p; In p; = tr p2 In pa.

2Uno dei principali proponenti dell’entropia di entanglement & J. Bekenstein, a dimostra-
zione del fatto che c’¢ effettivamente una contiguita ideale tra le due impostazione; vedi
|[Bekenstein 1994].

3[Bombelli et al. 1986].
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Se le due entropie devono essere uguali, allora non possono dipendere dal volu-
me delle due regioni (come vale solitamente per le grandezze termodinamiche
estensive), ma dovranno essere legate all’unica grandezza a loro comune: 1’area
della superficie di separazione. E chiaro come questi risultati siano rilevanti
per i buchi neri, dove a impedire I'osservazione dei gradi di liberta quantistici
interni non & un boundary imposto artificialmente, ma un confine causale (per
cui ’evoluzione dinamica dei campi quantistici all’esterno del buco nero & ef-
fettivamente indipendente da cio che accade all’interno, e a maggior ragione
si presta a essere descritta da una matrice di densita ridotta). Una deriva-
zione della formula di Bekenstein-Hawking basata su questo schema & data in
[Erolov e Novikov 1993], dove la traccia della matrice di densita complessiva
viene fatta sugli stati esterni, in modo che ’entropia risieda effettivamente nel
buco nero (per il teorema di simmetria, comunque, il risultato finale per Sy,
deve essere lo stesso).

Prima di entusiasmarsi per il successo di questa impostazione, pero, € bene
tenere presente vari problemi:

1. Pentropia di entanglement € formalmente inﬁnita@, principalmente a cau-
sa delle correlazioni tra i modi ad alta frequenza che si affollano nei
pressi della superficie di divisione, e va percio rTinormalizzata o regola-
rizzata. Con la prima procedura si cerca di eliminare la divergenza at-
traverso una rinormalizzazione di G e di altre costanti legate a termi-
ni di curvatura del secondo ordine; questi tentativi sono frustrati dal-
la mancanza di una teoria della quantum gravity (si vedano comunque
[Susskind e Uglum 1994] [Fursaev 1996]).

Con il secondo procedimento, invece, si impone al campo quantistico un
cut-off ultravioletto dell’ordine dell’energia di Planck, giustificato dalla
fluttuazione quantistica della superficie di separazione, per effetto del-
la quale la correlazion del campo, tra un punto in una regione e uno
nell’altra, ¢ “sospesa”’ per distanze inferiori alla lunghezza di Planck.

Il valore esatto del cut-off & stimato in [Erolov e Novikov 1993] per lo
spazio-tempo di Schwarzschild, considerando la precisione massima 6 M
con cui ¢ possibile misurare la massa M del buco nero (in presenza del
processo di evaporazione di Hawking misurazioni ben definite dovranno
svolgersi necessariamente in un tempo finito: la relazione di indetermi-
nazione pone allora un limite alla loro precisione; si suppone poi che le
fluttuazioni quantistiche della metrica siano causa di un’incertezza dello
stesso ordine). Da M si puo stimare la fluttuazione quantistica della geo-

4D’altronde, come ragiona [Bekenstein 1994], I’entropia di entanglement non corrisponde
direttamente a una prescrizione operativa: lignoranza sui campi di materia “al di 14”7 del
boundary non ¢ mai totale, perché alcune informazioni vengono proprio dalla struttura del
boundary e dello spazio-tempo circostante (ad esempio, se rimaniamo nel dominio della teoria
dei campi su background curvo, & necessario che I'energia del campo non sia tale da avere effetti
apprezzabili sulla curvatura dello spazio-tempo modificandone la struttura data a priori).

5Come abbiamo visto in [[Z6, la funzione di correlazione a due punti di un campo quan-
tistico non svanisce per punti separati da distanze space-like; anzi, diverge nel limite in cui i
due punti si sovrappongono!
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metria dell’orizzonte degli eventi. In questo modo si recupera la formula
di Bekenstein—Hawkin

2. problema della molteplicita delle specie: dato che ogni campo esistente in
natura deve dare il suo contributo all’entropia di entanglement, I’entropia
dei buchi neri dovrebbe essere proporzionale al numero v delle “specie
di campo” esistenti! Come € possibile che questo sia coerente con una
formula di origine classica come Sy, = A/47 La soluzione piu semplice &
supporre che la fisica gravitazionale sia “intrinsecamente coerente” con il
modello standard, cosicché le diverse specie presenti in natura danno cia-
scuna il proprio contributo e portano complessivamente proprio al risulta-
to richiesto. C’¢ invece chi come [Jacobson 1994] ritiene che l'interazione
gravitazionale sia essenzialmente dovuta ai termini “di Hilbert” compresi
nelle azioni effettive di tutti i campi di materia (¢ la visione della gravita
effettiva di Sakharov); in queste condizioni G~! scala con v correggendo
la dipendenza dell’entropia di entanglement. Si veda [Bekenstein 1994]
per una discussione e per alcuni riferimenti pertinenti;

3. problema dell’information loss: supponiamo che I’entropia dei buchi ne-
ri sia data davvero dalla sola entanglement entropy; allora per lo stato
complessivamente puro dei campi quantistici in uno spazio-tempo di buco
nero il teorema di simmetria implica che I’entropia Seyt della radiazione
termica esterna di Hawking diminuisce insieme a Spy, = A/4 nel corso del
processo di evaporazione del buco nero. Nel limite in cui il buco nero
svanisce, Sext s1 annulla; in altre parole, lo stato quantistico finale & puro!
Questo “problema” & ovviamente visto come un asset da chi non accetta
la tesi di Hawking sull’evoluzione non unitaria (sez. [4.3.8));

4. infine, ed ¢ il problema di gran lunga piu grave, se lo stesso cut-off e
utilizzato per regolarizzare non solo 'entropia di entanglement ma anche
Penergia all’infinito della radiazione di Hawking (come d’altronde & logico
fare se le fluttuazioni quantistiche della geometria pongono effettivamente
dei limiti alla struttura dei modi quantistici sul background di buco nero),
si ottiene per questaﬂ un valore di (3/8)M: una frazione consistente,
dunque, della massa del buco nero. Questo ¢ un pessimo segnale per la
stessa derivazione dell’effetto Hawking, nella quale si suppone che la back-
reaction dei campi di materia sulla geometria si possa trascurare ai fini
dello scattering dei modi classici!

5Vale anche qui, perd, la critica che abbiamo rivolto, a pag. [I51] alla derivazione di Zurek
e Thorne.

"Se ne era gia reso conto [t Hooft 1985] con il suo brick-wall model, essenzialmente un
tentativo di dare una descrizione di un buco nero coerente con le proprieta della meccanica
quantistica (prima fra tutte Punitarieta). In questo modello le caratteristiche “termodina-
miche” di un buco nero, visto come una sorta di “particella elementare”, sono ascritte alla
configurazione dei campi circostanti.
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5.3 La formulazione a path-integral della termodina-
mica dei buchi neri

Vediamo ora una ambiziosa impostazione dovuta a S. W. Hawking e G. W.
Gibbons, che parte dall’ipotesi che il sistema buco nero + campi di materia
sta effettivamente, in senso statistico, un sistema termodinamico all’equilibrio:
si postula cio¢ che i suoi microstati quantistici (del campo gravitazionale e
insieme dei campi di materia) siano distribuiti secondo 1’ensemble canonico.
Un tale sistema si presta a essere trattato nel formalismo della quantizzazione
a path-integrals.

Per quantizzare funzionalmente una teoria di campo, si postula che ’am-
piezza di transizione per passare da una configurazione ¢; del campo al tempo
ty alla configurazione ¢, al tempo to sia data da

(62, a1, 11) = / Dig) 19, (5.9)

dove I[¢] & l'azione classica della teoria e l'integrazione avviene su tutte le
storte del campo che assumono i valori ¢1 e ¢o ai tempi t1 e to. L’ampiezza di
transizione si puo pero anche scrivere

(2, ta|d1,t1) = (o, tale”H 2716 1), (5.10)

dove H & I’hamiltoniana della teoria. Se in quest’espressione si prende to —t1 =
—if3 e ¢1 = @9, si ottiene [Feynman e Hibbs 1965]

(1.t — iB|d1, t1) = (¢1, trle g1, t1), (5.11)

ovvero il peso di Boltzmann per lo stato (di Schrodinger) |¢1,t1) in un insieme
canonico alla temperatura 8 = 1/kT. Sommando su tutti i ¢1, si ha

Z =tre PH = /D'[(;S] elel, (5.12)

dove l'integrazione & estesa soltanto alle configurazioni del campo periodiche con
periodo (3 nel tempo immaginario it. Come € noto, dalla funzione di partizione
Z di un sistema statistico si puo facilmente ricavare ’entropia termodinamicas:

oF dlog Z
S = 9T =klogZ + kT 5T

E

=klogZ + — (5.13)
T

(I'energia libera di Helmholtz F & definita da Z = e=8F),

5.3.1 1l calcolo a path-integrals di Hawking e Gibbons

Cerchiamo ora di applicare questo formalismo al caso dei buchi neri; ’azione
classica rilevante conterra un termine gravitazionale e un termine relativo ai
campi di materia, e sard pertanto un funzionale I[g,1] delle configurazioni
classiche della metrica e dei campi di materia. Il contributo dominante per
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Z verra dalle soluzioni classiche (go, %) che estremizzano 1’azione e hanno la
corretta periodicitd immaginaria. I[g, 1] pertanto si potra scrivere come

I1g, Y] = I[go, o] + L2[g] + L2[¥] + ..., (5.14)

dove le prime correzioni sono quadratiche nelle fluttuazioni g = g — go, 1[) =
1) — 1g. Nell’approssimazione piu semplice, si puo prendere come gy la metrica
di Schwarzschild, e porre uguale a 0 il campo di materia classico 1y. Funzione
di partizione ed entropia saranno allora date da

7 o e“[go},

E (5.15)
Sph = il + =,
bh [90] T
dove I & ora la sola azione gravitazionale. Quanto vale 1?7 Sappiamo che la
teoria della relativita generale puo essere derivata da un principio variazionale
a partire dall’azione di Hilbertlé),

1
I=— [ V—gRd": 1
167T/\/ gRd z; (5.16)

se limitiamo l'integrazione a una regione Y con boundary Y, 'equazione di
Einstein sara soddisfatta dalle metriche g per cui I ¢ un’estremo rispetto a
variazioni di g nulle su 9Y, a patto che si aggiunga all’azione un termine di
superficie

1

Iov —
oy =g

V—hK &z, (5.17)
)4

dove K ¢ la traccia della curvatura estrinseca del boundary 9Y in Y, e h la
metrica indotta da ¢g su 9Y.

Per calcolare il valore di I + Iy sullo spazio-tempo di Schwarzschild, & utile
esprimere la metrica nella forma di Kruskal-Szekeres

2M
ds? = Te"“/zM(—dy2 + dz?) + r%(d6? sin® 6 d¢?), (5.18)

dove le coordinate di Kruskal y e z sono definite per r > 2M da

y = 4M~\/r/2M —1e"/*M ginh(t/4M), (519)
2z =A4AM\/r/2M —1¢e"/*M cosh(t/4AM); '

e per r < 2M da
y = 4M~/1—r/2M "/*M cosh(t/4M), (5.20)
2 =A4M~/1—r/2M "*M sinh(t/AM). '

Le coordinate di Kruskal rendono evidente la periodicita immaginaria del campo
gravitazionale (con 3 = 87 M, consistentemente con la temperatura del bagno

8Si veda [Wald 1984a), oppure [Misner et al. 1973].
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termico di Hawking). La singolarita in r = 0, tuttavia, rende impossibile valu-
tare I direttamente su questa metrica; non potendo rimuovere la singolarita, la
aggiriamo, considerando la metrica euclidea ottenuta ponendo y = iy:

ds® = ¥6_T/2M(dxz + dz%) + r2(dh* sin? 0 d¢?). (5.21)

Valutiamo dunque 'azione I + Iy su una regione Y delimitata da r = rg — oo
e da ity < it < itg+10: la periodicita della metrica “incolla” le due superfici di
it costante, per cui dobbiamo integrare su un boundary di topologia S' x S2.
Lo scalare di curvatura R tende a 0 per r — oo, cosicché ci resta soltanto il
termine di superficie

1
Iyy = — KdYy; 5.22
Y5 ) ; (5.22)

9
Kd¥ = — b)) 2
/d an/d, (5.23)

dove con la derivata 0/0n intendiamo la variazione della superficie di 0Y quando
ogni suo punto & spostato della stessa distanza nella direzione normale (in questo
caso, la direzione di r); allora

1 0
Iay—g%/dZ—
1 d . (5.24)
=3 —\/1—2M/7“% Arrre i1 —2M/r| =
T

= AmiM? + O(r~ 1Y),

ma [Misner et al. 1973]

\

il primo fattore (1 — 2M/r)!/?2 & dovuto alla normalizzazione dell’operatore
d/dn; i3\/1 —2M/r deriva invece dallintegrazione dell’elemento di linea dt.
Possiamo ora far recedere il boundary verso l'infinito (r — 400). L’entropia del
buco nero e data allora da

Spp = —4ArM? + 87 M? = L —

dr(2M)* A
4 4’

(5.25)

in accordo con la formula di Bekenstein-Hawking.

5.3.2 Sulla validita dell’approssimazione di punto a sella

Questo risultato ¢ senza dubbio impressionante, ma non privo di problemi, in-
centrati per lo piu sullo validita dello sviluppo di eq. (5.I4]). II valore corretto
dell’entropia di Bekenstein-Hawking ha infatti in questo calcolo un’origine pu-
ramente classica (il termine a zero loop dell’azione gravitazionale); ritorna la
domanda che ci eravamo implicitamente posti criticando ’entropia “delle con-
figurazioni interne”: come puo la fisica gravitazionale classica “conoscere” la
radiazione quantistica di Hawking?

Se il valore della temperatura di Hawking ¢ davvero esatto, allora & ne-
cessario che siano trascurabili le correzioni successive al valore di S, dovute
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all’entropia dei campi di materia e dei gravitoni termz'czﬁ che circondano il buco
nero). Tuttavia, la prima correzione dovuta ai campi di materia,

Sl = / D[] et2V] (5.26)

¢ essenzialmente l'entropia di entanglement della materia nel background di
Schwarzschild! Questo segue direttamente dal formalismo a path-integral, se si
tiene conto che in I [1[)] compare implicitamente la metrica gy di Schwarzschild.
Se questa identificazione & corretta, allora non ha senso cercare di derivare tutta
Pentropia di buco nero come entropia di entanglement (tutt’al pitt questa potra
fornire una correzione all’approssimazione a zero loop); secondo gli schemi di
regolarizzazione proposti, perd, S}, ha lo stesso ordine di grandezza del termine
classico. Non é chiaro, a questo punto, se sia necessario emendare la procedura
di regolarizzazione, 'approssimazione di punto a sella, o entrambe!

Un argomento indipendente porta a concludere che la derivazione di Ha-
wking e Gibbons non puo essere corretta: ’assunzione che i buchi neri siano
descrivibili come ensemble canonici € messa in crisi dalla stessa espressione del-
la temperatura di Hawking (confermata dal risultato finale per Spy). Per un
buco nero di Schwarzschild, ad esempio, T'= /27 = 1/87M; ma allora la sua

capacita termica
ok oM

oT 08t M)~1
risulta essere negativa! Questo & caratteristico di un sistema termodinamico
instabile: consideriamo il buco nero di Schwarzschild in equilibrio con un bagno
termico alla temperatura di Hawking; se una fluttuazione statistica fa assor-
bire al buco nero una piccola quantita di calore, la sua massa aumentera e la
sua temperatura diminuira, facendogli assorbire sempre piu calore dal bagno
termico, mentre la massa cresce senza limiti; il processo di evaporazione di Ha-
wking rappresenta ’altro aspetto di questa instabilita: una fluttuazione che
porta il buco nero a perdere massa aumenta la sua temperatura e dunque la
sua emissione termica, fino all’evaporazione completa.
Ne segue che l'integrale che esprime la funzione di partizione canonica per
il buco nero non puo convergere: se v(E) € la densita degli stati quantistici,

Z = / dEv(E) e P = / dE e PE+InV(E) — / dE e PE+S(E), (5.28)

Z puo essere valutato nell’approssimazione di punto a sella intorno al valore di

FE per cui
0 0S(F)
— | - ——— | =0 5.29
Iintegrale, tuttavia, convergera soltanto se I’esponente & una funzione convessa
di E; ovvero, se

= 81 M? (5.27)

0<

PS(E)  9p 1 (9B
s w1 <8_T> . (5.30)

9Se sono abbastanza piccole, le fluttuazioni della metrica intorno alla geometria di Schwarz-
schild sono descritte dalle equazioni linearizzate di Einstein: in un opportuno gauge, queste
coincidono con ’equazione d’onda per un campo massless sul background di Schwarzschild. E
ovvio allora che valga la derivazione dell’effetto Hawking.
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E necessario quindi stabilizzare il buco nero prima di poter applicare la descri-
zione statistica. Un modo di fare questo & imporre la condizione di temperatura
costante su una superficie sferica al finito, invece che per r — oco. In questo
caso grazie al red-shift gravitazionale la temperatura sul boundary non e piu
inversamente proporzionale all’energia M del buco nero. Ora, 'assorbimento di
radiazione diminuisce la temperatura all’infinito, ma aumenta la temperatura
sulle pareti della “scatola”. Dunque il buco nero si riscalda e puo restituire
il calore in eccesso ritornando alla sua configurazione di equilibrio. Dal punto
di vista fisico questa soluzione ¢ problematica perché suppone l'esistenza di un
bagno termico infinito, alla temperatura esatta richiesta, nella zona “esterna”.

5.3.3 Energia quasi-locale ed ensemble statistict

[Brown e York 1993b] propongono invece di abbandonare la descrizione statisti-
ca canonica (dove si richiede la condizione di temperatura costante) per imporre
un vincolo sull’energia totale del sistema composto dal campo gravitazionale e
dai campi di materia, che saranno descritti dall’ensemble microcanonico. Sor-
prendentemente, grazie alla mediazione del campo metrico, € possibile esprimere
questa condizione come un vincolo sul valore della metrica e delle sue deriva-
te su un boundary bidimensionale, nel formalismo dell’energia quasilocale di
[Brown e York 1993a], che ora presenteremo brevemente.

Dalla relativita generale compiamo un gran balzo all’indietro, fermandoci
alla meccanica classica non relativistica: le equazioni del moto di un sistema
caratterizzato da variabile coniugate (x,p) e dall’hamiltoniana H si possono
ottenere dal principio variazionale

t" dw
0l =9¢ dt [p— — H(p,x,t)} =0 (5.31)
t/ dt
ovvero, in forma parametrica,
AN
de dt
0=0I=9¢ dA [p———H(p,a:,t)]:

— (eq. moto) +p x|y — H 63 ;

naturalmente, per ottenere le equazioni del moto ¢ necessario che la variazione
di z e t si annulli ai limiti di integrazione. Per variazioni tra diverse soluzioni
delle equazioni del moto, sono valide le equazioni di Hamilton-Jacobi,

T —L
" = E vy

() (5.33)
[T

)\// 5t(A/,)'

L’energia totale ¢ dunque data in N’ dalla variazione dell’azione classica corri-
spondente a un incremento 6t(N") del tempo finale di integrazione. E possibile
trasferire questo schema in relativita generale? Qui le cose, indubbiamente, si



5.3. PATH-INTEGRALS E TERMODINAMICA DEI BUCHI NERI 161

complicano: non c¢’¢ un modo univoco di fissare condizioni al contorno corri-
spondenti a dx = 0, 6t = 0 ai limiti di integrazione: per ottenere le equazioni
di Einstein a partire da un principio variazionale limitato a una regione finita
Y dello spazio-tempo & necessario aggiungere dei termini di superficie, la cui
forma dipende dalle particolari condizioni al contorno che si fissano su 9Y.

In [Brown e York 1993a)] si considera una regione di spazio-tempo Y glo-
balmente iperbolica (per cui possiamo almeno dare un senso allo “scorrere del
tempo”); per il teorema di Geroch (pag.[80) possiamo scrivere Y come il pro-
dotto di un 3-spazio euclideo ¥ per un intervallo (#,¢”) C R. Chiameremo B
il boundary di X, 3B = (t',#") x B il boundary di Y, e t' e t’ le due superfici
iniziale e finale. Se come condizioni al contorno fissiamo i valori delle 3-metriche
hij e vij indott@ sut', t" e 3B, l'azione che riproduce le equazioni di Einstein,

N

come abbiamo gia visto in sez. (.31 ¢

t”

1 1 1
I= g [VEardes o [ VER - [ yeds (3
167 8 8T Jap

¢/

(dove ftfﬂd?’x denota un integrale su ¢’ meno un integrale su t'; 3K e %0 sono le
tracce delle curvature estrinseche delle 3-superfici del boundary). La variazione
di I da infatti

t/l

. \ / i
81 = (eq. mot P 5hyid
(eq. moto) +/t, 167 " CTE L Ter

55 A, (5.35)

dove p e m sono i momenti coniugati (vedi eq. (£49)) delle 3-metriche h;;
e 7. Ora, l'analogo delle equazioni di Hamilton-Jacobi conterra le derivate
funzionali di I rispetto a h;j e v;;. La prima delle eq. (5.33]) si riscrive

o1
S 5.36
w Ohyj (t") ( )

p¥
167

la derivata funzionale di I rispetto a +;;, invece, da un tensore a due indici che
puo essere interpretato come tensore energia-impuls:

2 » 2 6
= = 5.37
V= V= 07 (5:37)

7

E interessante vedere che la forma di 77 & analoga alla consueta definizione
di T% = 2(—g)~1/2(68™ /6gap); questo perd tiene conto soltanto dei contributi
“di materia”, mentre 7% & dovuto sia al campo gravitazionale che ai campi di
materia (quando I’azione I comprende i termini corrispondenti). Per 7% vale
I’equazione

Tl = - (5.38)

10U tilizzeremo gli indici latini 4, per i tensori su varietd tridimensionali. Si tenga perd
presente che la 3-metrica avra segnatura riemanniana sulle superfici space-like 3, lorentziana
sulla superficie time-like 3B.

11,3 generalizzazione dell’energia “scalare” al tensore di energia-impulso & d’altronde tipica
della relativita generale.
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(dove n indica la componente normale a ®B) che esprime 'esistenza di correnti
conservate con sorgente T%. Proiettandolo nelle direzioni normale e tangente
alle 2-superfici B, 7% pud essere decomposto in densita superficiali di energia,
momento e stress spaziale:

€ = 'U,Z"LL]'T = %5—]\[,
. ” 1 41
]H = —O'w;’LLjTZJ = %5]\[—#’ (539)
y 2 ol
s =gl = — ,
v V= 00

dove o, ¢ la 2—metric sulle superfici B, u* ¢ il vettore tangente a 3B e infine
N, N* sono il lapse e lo shift della foliazione di 3B in superfici B (indotti, natu-
ralmente, dalla decomposizione “hamiltoniana” di g.). € puo essere integrato
per dare I’energia totale quasi-locale

Wy

E=— [ — & A
BéNdx’ (5.40)

che coincid con altre energie gravitazionali presenti in letteratura, quando
queste sono definite: ’energia totale hamiltoniana di [Hawking e Horowitz 1996]
e, per spazio-tempo asintoticamente piatti, I'energia AD 4. La caratteristica
di gran lunga pitt importante di €, j, ed s#” ¢ di essere funzioni delle sole va-
riabili canoniche v;; e 7 definite su ®B; pur “vivendo” sul boundary, tuttavia,
74 “conosce” grazie al campo gravitazionale il contenuto di matter-energy della
regione interna.

Ritorniamo ora a pensare all’azione I dal punto di vista della meccanica
statistica, e consideriamo integrali funzionali di forma simile a quello che espri-
me Z: lintegrando sia dato da una funzione di I, e il dominio di integrazione
comprenda tutte le soluzioni delle equazioni di Einstein che soddisfano deter-
minate condizioni al contorno. Bene, I'integrale sara allora un funzionale delle
sole grandezze che vengono fissate come condizioni al contorno, ovvero delle
grandezze che compaiono variate in 01.

Concentriamoci in particolare sul contributo di ®B (in quanto considereremo
soluzioni periodiche nel tempo reale o immaginario, identificando ¢’ e t”). Per
l’azione (5.34]), le condizioni al contorno sono fissate una volta dato il valore di
Vij Su 3B, o equivalentemente di N, N* e 0w, come si puo vedere introducendo
la decomposizione di g, in eq. (535

5T = /3 Nz <—65N + ju6N* + gswa@ &z (5.41)
B

12 Abbiamo utilizzato le lettere greche minuscole per denotare gli indici relativi a 2-varieta
euclidee.

13 A meno di costanti che possono essere scelte arbitrariamente: infatti all’azione I & possi-
bile aggiungere, senza conseguenze sulle equazioni del moto, un qualsiasi funzionale Iy delle
grandezze fissate nelle condizioni al contorno.

Y [Arnowitt et al. 1962].
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La parte gauge-invariante di N e N* ¢ data dagli integrali

ﬁZ/N|Bdt,

_ J NHpdt
 J Nigdt’

(5.42)
n

lungo le curve in 3B ortogonali alle slices B, che hanno linterpretazione di
temperatura e potenziale termodinamico del sistema gravitazionale (questi non
sono piu omogenei come per i sistemi termodinamici “ordinari”, ma possono
variare spostandosi attraverso il boundary, a causa del red-shift gravitazionale).
Infatti, la condizione “termica” di Feynman e Hibbs (che le “storie” su cui si
integra per ottenere Z siano periodiche con un periodo immaginario [3) equi-
vale a richiedere che la distanza propria tra t' e t”, misurata sulle curve in 3B
ortogonali a B (ovver il primo integrale di eq. (£.42])) valga (. Vogliamo
sottolineare ancora il fatto che 3 non deve necessariamente essere omogeneo su
B!

wh & invece [Brown e York 1994] la velocita propria del sistema fisico mi-
surata dagli osservatori a riposo sul boundary B. Se le condizioni al contorno
sono assialmente simmetriche, 'unica componente non nulla di w* & la velocita
angolare del sistema, che entra come grandezza intensiva nella prima legge della
termodinamica dei buchi neri.

Un sistema gravitazionale caratterizzato da valori fissati di 3 e w* ¢ aperto
allo scambio di energia e momento con ’esterno, e l'integrale

218,60, 0,0 = / DIglp. 0, 119, (5.43)

rappresenta la sua funzione di partizione grancanonica (il valore di o, en-
tra come condizione supplementare a determinare la geometria spaziale sul
boundary.)

Per definire I’ensemble microcanonico gravitazionale, che descrive un sistema
chiuso agli scambi di energia e di momento, & sufficiente aggiungere all’azione
un termine

Ine = A \/E (EN - jHN“) d3$7 (544)
B

che ha leffetto di scambiare in (5.41]) i termini con la ¢ e quelli senza. Stia-
mo compiendo 'analogo di una trasformazione di Legendre; questo rafforza
ulteriormente l'interpretazione di § come temperatura e € come energia, visto
che ne stabilisce una sorta di coniugazione termodinamica (lo stesso vale, ov-
viamente, per velocitd e momento angolare). L’integrale funzionale rilevante
per 'ensemble microcanonico € la densita degli stati di energia quasi-locale e,
momento j, e 2-geometria o, su B, dato da

V]E, Gy ] = / Dlle.0,, €0+ (5.45)

15 A parte un tedioso problema di ridefinizione del lapse come numero immaginario, di cui
non ci preoccupiamo.
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dove si richiede che le “storie” su cui si integra siano periodiche nel tempo reale,
con un qualsiasi periodo [Brown e York 1994].

Infine, per il lettore che se lo chiedesse, la funzione di partizione canonica
(che descrive sistemi aperti agli scambi di energia, ma non di momento) si
ottiene con una sola trasformazione di Legendre tra (3 e e.

5.3.4 1l buco nero nella scatola

Siamo finalmente attrezzati in modo sufficiente per studiare 1’ensemble microca-
nonico che descrive il nostro buco nero di Schwarzschild. Il vincolo sull’energia
garantisce proprieta di stabilita piu robuste che nel caso canonico; I'immagine
“fisica” che ci si puo fare ¢ quella di un buco nero “rinchiuso in una scato-
la” con pareti perfettamente adiabatiche (come per le condizioni al contorno
canoniche, sono possibili obiezioni: in questo caso, non e chiaro come il con-
cetto di “adiabaticita” si adatti a un’interazione a lungo raggio come quella
gravitazionale).

Cerchiamo allora di valutare l'integrale (5.45]) per dati sul contorno che
corrispondono al buco nero di Schwarzschild. E naturale scegliere Y in modo
da rispettare le simmetrie dello spazio-tempo: consideriamo allora la foliazione
indotta dal campo di Killing 9, e prendiamo superfici spaziali Y. limitate da
una superficie sferica r = cost (si noti che in questo modo ¢ ricoperta soltanto la
regione esterna del buco nero!). Come sappiamo, 'azione ¢ estremizzata dalle
soluzioni classiche delle equazioni di Einstein; I’approssimazione piu rozza (a
zero loops) consiste nel valutare v su una sola di queste soluzioni.

Purtroppo la metrica di Schwarzschild, che ha fornito le condizioni al con-
torno, non puo essere utilizzata a questo scopo perché non puo essere messa su
una varietd con un singolo boundary ¥ x S (come & richiesto dalla condizione
di periodicita reale). Si puo pero vedere [Brown e York 1994] che la metrica
euclidea ottenuta dalla continuazione analitica per tempi immaginari della me-
trica di Schwarzschild ¢ un estremo dell’azione microcanonica se si risolve un
problema di regolarita nei pressi della superficie di biforcazione del buco nero,
dove la foliazione indotta dal campo di Killing (9;)® diventa degenere. Questo
si puo fare introducendo un boundary interno fittizio su cui si richiede che N e
N* si annullino (¢ una conseguenza diretta della degenerazione).

Per calcolare ’azione dobbiamo allora tenere conto di tre contributi: quello
che proviene dallintegrale di volume su X x S', che perd si annulla dato che lo
stiamo valutando su una soluzione delle equazioni di Einstein; quello del boun-
dary esterno r = cost che coinciderebbe con il risultato di eq. (5.24]) se il nuovo
termine ng VoeN dell’azione microcanonica non lo cancellasse esattamente;
infine, il contributo del boundary interno, che ¢ datdE’L come si puo vedere mol-
tiplicando l'eq. (4.56) per il tempo di periodicita 27/ della metrica euclidea,
da —A/4. 1l logaritmo della densita degli stati, data in questa approssimazione
d v = e/, coincide esattamente con 'entropia di Bekenstein-Hawking.

16 [Brown e York 1994).
111 fattore i all’esponente scompare perché stiamo valutando 1’azione su una metrica
euclidea.
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Anche nell'impostazione dell’ensemble microcanonico, tuttavia, I’entropia
del buco nero appare avere un’origine essenzialmente classica che e difficile
conciliare con il carattere quantistico della radiazione di Hawking. L’entropia,
insomma, precede la radiazione termica da cui dovrebbe sorgere. La difficolta
¢ evidente se si nota che h appare al denominatore di Sy, e, invece, solo al
numeratore della temperatura di Hawking.

Nel calcolo di Hawking e Gibbons e in quello di York, inoltre, 'entropia si
deriva valutando ’azione su una metrica complessa (o, equivalentemente, eu-
clidea) che non ¢ dotata di nessuna delle caratteristiche pregnanti dei buchi
neri: nessun orizzonte, nessuna regione interna e nessuna informazione su un
processo di collasso gravitazionale. Questo ha spinto alcuni autor a scrivere
che l'entropia dei buchi neri ha essenzialmente un’origine topologica (la doman-
da importante che ci si pone nel corso del calcolo & come trovare una metrica
che estremizzi ’azione, soddisfacendo a determinate condizioni di topologia
e regolarita, e tuttavia rappresenti, in qualche senso, la metrica lorentziana
originale).

5.4 Welcome to Flatland

L’indagine sull’interpretazione statistica dell’entropia dei buchi neri ha avuto
alcuni sviluppi interessanti nell’ambito della gravita (2 + 1)-dimensionale. La
teoria della relativita generale costruita su varieta tridimensionali € molto piu
semplice della teoria “fisica”: il tensore di Riemann ha soltanto 6 componenti
indipendenti ed & completamente determinato dal tensore di Ricci Rgp:

1
Raped = GacRba + gpaRac — GoelRad — Gad e — iR (gacgbd - gadgbc) . (5'46)

L’unica soluzione delle equazioni di Einstein nel vuoto,

1
Rab - §gabR = 07 (547)

sara pertanto Rg = 0, con Rgpeq = 0 e curvatura dovunque nulla. E un poco
pil interessante considerare le equazioni di Einstein con costante cosmologica,

1
Rab - EgabR + Agab = 07 (548)
che hanno come unica soluzione lo spazio di Einstein a curvatura costante
caratterizzato da

Rab = 2Agab. (549)

Anche se espressione algebrica di queste soluzioni & unica, dobbiamo tenere
conto che ¢ possibile “ambientarle” su spazio-tempo con topologie diverse. In
questo senso si dice che la teoria della relativita generale in 2 4+ 1 dimensioni &
puramente topologica.

188i veda ad esempio [Liberati 1996].
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5.4.1 La gravita (2 + 1)-dimensionale come teoria di Chern-
Simons

Il motivo alla base della semplicita della gravita 241 sta nel fatto che ¢ possibile
riformularla come teoria classica di Chern-Simons [Achiicarro e Townsend 1986].
Questo si fa innanzitutto passando al formalismo di triade: mettiamo cio¢ in
corrispondenza il tangent bundle TM dello spazio-tempo con il principal fi-
ber bundle F'(M) dei sistemi di riferimento inerziali locali, con gruppo interno
SO(2,1) (useremo gli indici romani I,1,... =0, 1,2 per i gradi di liberta interni
di F(M)). A ogni vettore di T, M puo essere data una rappresentazione nel
sistema di riferimento ortonormale in x una volta che si ¢ definita una triade

el, ovvero una base anolonoma ortonormale per la fibra di F(M) in x:

ot = el (5.50)
si puo allora esprimere il prodotto scalare tra i vettori u®,v* € T,M come

a, b 1

b J 1.J
u’ gy = Ve €M1y = gab = €,€5M17, (5.51)

dove n1y € la metrica di Lorentz. Analogamente, se si conosce la connessione
interna di F(M),
B, = B,X Tk (5.52)

(i Tk sono i generatori della rappresentazione aggiunta dell’algebra s0(2,1)), si
puo ottenere la derivata covariante di un campo vettoriale v* € TM portandolo
su F'(M), ricavandone la derivata covariante interna e riportandolo infine su
M.

Prendendo la triade e la connessione interna come gradi di liberta indi-
pendenti, e scrivendo la variazione dell’azione di Hilbert in loro funzione, si
ottengono le equazioni di Einstein piu altre equazioni che esprimono il vincolo
di compatibilita con la metrica della connessione su TM ottenuta da B, (questo
¢ il formalismo di Palatini).

Nel caso (2 + 1)-dimensionale 'azione di Hilbert puo essere scritta come

Tz, = Tes(A™) = Tes (A1), (5.53)
dove A e A sono date, per costanti cosmologiche negative A = —1/12, da
Agm:Bfi%%K (5.54)

e Ics e azione di Chern-Simons

V3l

Ios(A) = 3o

~ A 2 A ~
/tr{A/\dA—l——A/\A/\A}: (5.55)
N 3
A ¢ una 1-forma a valori nella rappresentazione aggiunta dell’algebra so(2,1);
d indica il differenziale esterno. La teoria classica di Chern-Simons ¢ banale,
perché le equazioni ottenute variando Icg(A) richiedono che la connessione B
sia piatta (vedi ad es. [Baez 1994]). Si puo allora provare che l'eq. (5.54]) implica
che lo spazio-tempo M abbia una curvatura metrica costante.
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L’azione di Chern-Simons ’azione Icg (/1) ¢ invariante per le trasformazioni
di gauge X
Ny =47 A4 + 471 oA, (5.56)

dove 4 & una funzione su M a valori nella rappresentazione aggiunta del gruppo
SO(2,1) (nel caso del gruppo di gauge abeliano U (1), la (5.50) riproduce la fa-
miliare trasformazione del potenziale elettromagnetico ™A/ = ™A, +d,A). La
gauge-invarianza della teoria di Chern-Simons rispecchia cosi in modo naturale
Iinvarianza per diffeomorfismi della teoria della relativita generale.

5.4.2 1l buco nero BTZ

Sebbene cosi semplice, la teoria 2 + 1 ammette per costanti cosmologiche ne-
gative A = —1/I? una soluzione di buco nero, scoperta solo recentemente e con
grande sorpresa [Banados, Teitelboim e Zanelli 1992]. In questa sezione rias-
sumiamo (senza dimostrarle) le caratteristiche piu interessanti del buco nero
BTZ. Per una trattazione piu dettagliata e una bibliografia completa si veda la
rassegna di [Carlip 1995].

La metrica BTZ puo essere scritta in coordinate “pseudo-Schwarzschild”

(cfr. cq. [E@20),

2
ds? = —N2dt2 + N~2qr? 4 p2 (dqﬁ - 2—“:2dt> (5.57)
dove
N \/ My J| < Ml
_ L. < M. :
tatie WIS (5.58)

Questa metrica e stazionaria e assialmente simmetrica, con campi di Killing
(0)* e (04)% M e J sono effettivamente la massa e il momento angolare totali
all’infinito (secondo la definizione standard ADM [Arnowitt et al. 1962], e anche
secondo la formulazione quasi-locale di Brown e York vista in sez. (.3.3). La
metrica presenta due coordinate singularities in

ri:\/MTp [1i<1—Mil>} (5.59)

r = ry marca 'orizzonte degli eventi, che ¢ anche un orizzonte di Killing
biforcato con gravita superficiale costante
2 2
(=),

r = r_ ¢ invece un orizzonte di Cauchy analogo a quello delle soluzioni di Kerr-
Newman@. Infine, sy = M/21 segna il limite statico all’interno del quale si
verifica il fenomeno di trascinamento dei sistemi di riferimento inerziali che &

'9Anche se non ne abbiamo parlato; si veda [Misner et al. 1973]. L’orizzonte di Cau-
chy ha questo nome perché ogni curva causale che interseca 'orizzonte degli eventi deve
necessariamente attraversare anche r = r_.
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caratteristico dei buchi neri rotanti di Kerr e che abbiamo esaminato in sez.
423l

In » = 0 non c’¢ alcuna singolarita di curvatura, ma le geodetiche vi ter-
minano con un tempo proprio finito (questo ¢ il criterio principe di singolarita,
come discutiamo in app.[Bl). Dulcis in fundo, questa metrica pud essere ricavata
come fase finale del processo di collasso gravitazionale di una distribuzione di
materia. Insomma, la soluzione BTZ ha tutte le caratteristiche che siamo soliti
attribuire ai buchi neri in 3 + 1 dimensioni. Come si comporta pero dal punto
di vista delle proprieta “termodinamiche”?

Benissimo. Infatti, I’effetto Hawking é presente anche per il buco nero BTZ,
e la temperatura della radiazione termica trovata ¢ esattamente Ty = k/27.
Lo studio della teoria quantistica dei campi nel background BTZ é facilitato dal
fatto che ¢ possibile ricavare esplicitamente 1’espressione analitica delle funzioni
di Green; queste si rivelano periodiche nel tempo immaginario con periodo
27/k, e in particolare, la funzione di Wightman (0|¢(x1)¢(z2)]0) esibisce la
proprietd (I30). E chiaro che un detector stazionario rivelera la presenza di
una radiazione termica, che ¢ ulteriormente confermata dall’analisi “di matrice
S”.

Inoltre, ci sono forti indicazioni che I'entropia del buco nero BTZ sia data
proprio come per i buchi neri (3 + 1)-dimensionali, da un quarto dell ’are@
dell’orizzonte degli eventi; in particolare:

1. la prima legge della termodinamica si scrive
dE = 8id(2m»+) +QdJ (5.61)
T
(Q ¢ la velocita angolare dell’orizzonte degli eventi): dal valore /27w per
la temperatura del buco nero si ottiene S = 2mr, /4;

2. laripetizione del calcolo di Gibbons e Hawking (sez. [5.3.1]) da proprio S =
27ry /4; si pud anche ricavare la prima correzione del valore a zero-loop:

§0) 4 g0 _ 27% <1 " %) . (5.62)

La derivazione diventa addirittura piu robusta, perché questa volta il
buco nero si presta a essere descritto dall’insieme canonico, visto che la
sua capacita termica € positiva (questo implica anche che ’evaporazione
completa dovrebbe avvenire in un tempo infinito);

3. lo stesso risultato per S si ottiene anche nell’impostazione dell’insieme
microcanonico di Brown e York.

5.4.3 I gradi di liberta dell’orizzonte

Si potrebbe pensare di sfruttare 'estrema semplicita della gravitazione (2 + 1)-
dimensionale per quantizzarla con agio e portare a termine il programma di

20Tn questo caso la circonferenzal
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ottenere Sy, contando i microstati quantistici di buco nero. Purtroppo, la teoria
e troppo semplice per i nostri scopi, perché si puo provare che e caratterizzata
da un numero di gradi di liberta insufficiente per dare 'entropia di Bekenstein-
Hawking.

Tuttavia si puo ragionare sul fatto che ogni affermazione sui buchi neri nel-
I’ambito di una teoria quantistica della gravita riguarda necessariamente delle
probabilita condizionate: ad esempio, “nell’ipotesi che lo stato quantistico de-
scriva uno spazio-tempo dotato di un orizzonte con certe caratteristiche, allora
osserveremo la radiazione di Hawking”. Il problema, utilizzando il linguaggio
della meccanica statistica, ¢ percio quello di selezionare la classe di microsta-
ti che corrisponde al macrostato (il buco nero) al quale sono riferiti i nostri
ragionamenti. Ora, fare ci0 esaminando uno ad uno i vettori dello spazio di
Hilbert ¢ in generale molto difficile, e paradossale nel caso particolare della gra-
vita 2 4+ 1-dimensionale, dove, come abbiamo gia detto, non vi sono in partenza
abbastanza stati.

Possiamo pero considerare un altro modo di selezionare gli stati “utili”:
fissare delle condizioni al contorno “classiche” per la metrica e quantizzare
la teoria cosl vincolata; ¢ proprio quello che abbiamo fatto (con condizioni
al contorno “termodinamiche”) nella formulazione a path-integrals di Brown e
York (sez. 5.33).

Abbiamo capito allora che se si vogliono ottenere le equazioni del moto
classiche a partire da un principio variazionale, € necessario in generale utilizzare
azioni diverse a seconda delle condizioni al contorno che si impongono: queste
determinano la forma dei nuovi termini di superficie che & necessario aggiungere
all’azione “di volume”. Ora, 'azione di Einstein-Hilbert ¢ gauge-invariante
(rispetto al gruppo dei diffeomorfismi della varietd metrica), ma un generico
termine di superficie Iy, lo sara soltanto per trasformazioni di gauge che si
annullano sul boundary. Ne segue che ['imposizione di condizioni al contorno
rompe l’invarianza di gauge della teoria, e i gradi di liberta “che erano gauge”
del boundary diventano vere e proprie variabili dinamiche soggette a equazioni
del moto dettate da Is.

Se nella formulazione di Chern-Simons della gravita 2+ 1 si sceglie di fissare
il valore di A®) su un boundary null-like 3, & necessario aggiungere all’azione

il termine
_vE

7 16n

/ trA Az dzdz, (5.63)
¥

dove si e scelta una struttura complessa z su X; fissando una connessione “di
% 04 . .. . ~ B
base” YA ed esprimendo esplicitamente la scelta di un gauge 4 con l'eq. (5.50]),

si trov

V21

Is, = Iwaw['A, 4] = Tor

/E r [§71(0:4) - 471(0:4) — 2971 (0:4) 4], (5.64)

nota come azione chirale di Wess-Zumino- Witte. Sorprendentemente, que-

2!Trascuriamo un termine topologico proporzionale a 2w volte il winding number del-
la trasformazione di gauge, che comunque non & significante ai fini della quantizzazione a
path-integrals (perché €™ = 1).

228 veda [Witten 1989)].
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sta azione conduce a una teoria dei campi conforme non banale, e la sua quan-
tizzazione porta a uno spazio di Hilbert infinito-dimensionale. Intuitivamente ci
saremmo aspettati che il carattere “banale” della teoria di Chern-Simons fosse
soltanto rafforzato dall'imposizione di condizioni al contorno!

Possiamo allora ipotizzare che la degenerazione quantistica dello “stato di
buco nero”, necessaria per dare un’interpretazione statistica a Sy, si possa tro-
vare negli stati della teoria WZW indotta dall'imposizione di condizioni al con-
torno su un boundary nullo dello spazio-tempo BTZ, che & naturale identificare
con 'orizzonte degli eventi h [Carlip 1996]. Procediamo cosi:

1. dalla soluzione BTZ ricaviamo il valore di A(t) ¢ A™) sull’orizzonte degli
eventi h; I'azione WZW genera le equazioni del moto dei gradi di liberta
“che erano di gauge” 3(H) e 4(-) (si noti che ora 4(F) rappresenta una
trasformazione di gauge sul bundle F(X));

2. quantizziamo la teoria WZW (questo si puo fare con i metodi standard del-
la teoria dei campi conforme: vedi [Carlip 1997]). In questo modo, come
abbiamo gia detto, si ottiene uno spazio di Hilbert infinito-dimensionale:
troppi stati per dare un’entropia finita!

3. lazione Iy, pero, e invariante per i diffeomorfismi generati dai campi
di Killing (0;)* e (94)* della soluzione BTZ: i gradi di liberta associati
rimangono pertanto “vero gauge” anche su h. Tecnicamente, si dimostra
che € necessario restringere lo spazio di Hilbert della teoria quantistica
WZW al kernel degli operatori di Virasoro associati alle rotazioni e alle
traslazioni temporali [Carlip 1997];

4. contando gli stati rimanenti si trova allora

2mr 2
Spp=—"(1+=)+..., (5.65)
4 l
cioe la formula di Bekenstein-Hawking, con la correzione quantistica gia

trovata con il calcolo a path-integrals.

Questi risultati sono indubbiamente molto interessanti, ma purtroppo non pos-
sono essere trasportati con facilita nella teoria 3 + 1-dimensionale. Sebbene
anche qui, infatti, 'imposizione di condizioni al contorno su un boundary dia
origine a gradi di liberta dinamici “che erano gauge”, non si ¢ ancora trovato
un analogo della separazione “pulita” dei gradi di liberta fisici e “di gauge” che
¢ invece possibile nella formulazione di Chern-Simons della gravita 2 + 1. Que-
st’ultima sembra comunque indicare che i migliori candidati per i microstati
quantistici “termodinamici” da conteggiare nell’entropia sono proprio gli stati
dell’orizzonte degli eventi. Questa impostazione ¢ condivisa da [Rovelli 1996]
nel calcolo di Sy, in loop quantum gravity, che ¢ 'argomento della prossima (e
ultimal) sezione.

281 veda ad es. [Carlip 1996].
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5.5 Spu in loop gravity

Quando ci si pone il problema di quantizzare la teoria della relativita generale,
si possono adottare due impostazioni distinte. Si puo tentare di formulare una
teoria perturbativa, in cui si quantizzano le fluttuazioni della metrica rispetto a
una geometria di background piatta: Iipotesi fisica implicita in tale impostazio-
ne e che lo spazio-tempo abbia una struttura naturale minkowskiana alla quale
si sovrappongono le interazioni gravitazionali. Nelle teorie non-perturbative, in-
vece, gli stati quantistici dovrebbero descrivere in modo autonomo la struttura
metrica dello spazio-tempo.

La formulazione di una quantum gravity perturbativ offre il vantaggio
di poter essere trattata con il bagaglio di strumenti matematici e concettuali
sviluppati per le teorie quantistiche dei campi di materia, ma incontra ben pre-
sto una difficolta fondamentale: la quantum gravity canonica perturbativa non
¢ rinormalizzabild?d. Per la relativita generale, la costante di accoppiamento, in
serie della quale si sviluppano formalmente i prodotti degli “operatori di cam-
po”, ¢ data da l%; al crescere dell’ordine, i termini dello sviluppo hanno pertanto
la dimensione di una potenza sempre pitl grande di L™, e 'indice di divergen-
za superficiale dei diagrammi di Feynman cresce in modo corrispondente. Per
cancellare i termini divergenti sarebbe percid necessaria un’hamiltoniana con
infiniti termini “nudi”. La serie perturbativa potrebbe ancora essere ben defi-
nita se i termini di ogni ordine convergessero separatamente: questo succede al
primo ordine per la sola gravita ma non per la gravita accoppiata ai campi di
materia.

Un altro aspetto problematico dell’impostazione perturbativa ¢ che questa
tradisce lo stesso spirito della relativita generale, il cui oggetto dinamico (la
metrica) non vive nella geometria spazio-temporale, ma piuttosto é la geome-
tria dello spazio-tempo. A ogni ordine dello sviluppo in serie, gli “operatori di
campo” quantizzati perturbativamente obbediscono alla condizione di causalita
valutata sulla geometria piatta di Minkowski e non sulla “vera metrica”; natu-
ralmente ¢ ancora possibile che la serie nel suo complesso soddisfi le corrette
condizioni di causalita, ma & evidente il conflitto che sussiste tra la “concezione
fisica” di Einstein e il procedimento perturbativo.

Passiamo ora alle teorie non-perturbative. In questo lavoro ne abbiamo
incontrate gia due: oltre alla quantum-gravity 2+ 1-dimensionale, che costituisce
un caso del tutto particolare (per il carattere banale della teoria “piena” e
la natura perlomeno serendipitous della teoria con boundary), abbiamo visto
in sez. I'impostazione a path-integrals di Hawking®). Quest’ultima ci ha
permesso di ricavare un interessante risultato per Sy, ma soffre dei ben noti
problemi di definizione della “misura sulle storie” D[g,p] se non come sviluppo
perturbativo (ancora!) intorno a una soluzione classica.

L’impostazione che considereremo da vicino si basa sulla quantizzazione ca-
nonica non perturbativa della relativita generale. Si parte dalla formulazione

2481 veda ad es. [Deser et al. 1975].

25Per un introduzione ai procedimenti di rinormalizzazione delle teorie quantistiche dei
campi si vedano ad es. [Le Bellac 1991 [Ttzykson e Zuber 1985].

26 [Hawking 1979)].
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hamiltoniana della teoria classica (che abbiamo abbozzato in sez. [4.2.7), in cui
lo spazio delle configurazioni € descritto dalla metrica hgy, di una iper-superficie
di Cauchy spaziale X, che rappresenta il 3-spazio fisico.

A livello quantistico, I'operatore fondamentale della teoria ¢ flab, e gli sta-
ti sono funzionali W[h| della 3-geometria. Questi stati sono invarianti per i
diffeomorfismi del 3-spazio e soddisfano la famosa (e terribile!) equazione di
Wheeler-De Witt,

2
Sala) s~ VAGPRE@VE =0, (5.66)

dove 3R ¢ lo scalare di curvatura della 3-metrica, e

9abcd($) = %\/ﬁ{gac(l‘)gbd(m) + gbc(x)gad(x) - gab(x)gcd(aj)}' (567)

L’osservazione cruciale da farsi & che 'equazione di Wheeler-DeWitt non puo
essere intepretata direttamente come equazione di evoluzione dinamica, ma rap-
presenta invece un wvincolo sui possibili valori delle variabili dinamiche. Infatti,
la metrica h,, ha sei componenti indipendenti, tre delle quali possono essere
rimosse scegliendo un sistema di coordinate nel 3-spazio; questo lascierebbe tre
modi dinamici in ogni punto dello spazio, mentre classicamente ce ne aspette-
remmo solo due (corrispondenti a onde gravitazionali polarizzate circolarmente
in modo destrorso e sinistrorso).

L’ulteriore grado di liberta ¢ governato dall’equazione di Wheeler-DeWitt,
e puo essere in qualche modo identificato con il tempo, che in relativita generale
non ¢ un parametro “esterno” di evoluzione del sistema, ma deve essere speci-
ficato internamente e relazionalmente in termini del campo gravitazionale (ed
eventualmente dei campi di materia) del sistema fisico. In effetti, la questione &
molto sottile, e sebbene sia stata studiata intensamente rimane ancora elusiva
e incerta (si veda ad es. [Isham 1993]).

5.5.1 Le “nuove variabili” e le osservabili di loop

La loop quantum gravity di Ashtekar, Rovelli e Smolin rappresenta un modo di
quantizzare canonicamente la relativita generale nel quale, invece di quantizzare
la variabile dinamica hg, si sceglie di operare con le “nuove variabili” di Ashte-
ka, seguendo un procedimento analogo (ma nel formalismo hamiltoniano) a
quanto abbiamo fatto per riscrivere la gravita 2+1 come teoria di Chern-Simons.
La nostra esposizione sara necessariamente molto schematica: per maggiori det-
tagli si vedano, ad esempio, [Ashtekar et al. 1995, [De Pietri e Rovelli 1996] e le
bibliografie ivi contenute.

La teoria e definita su di una varieta tridimensionale ¥ (che & il il 3-spazio
della formulazione canonica). Consideriamo su ¥ due campi A% (z) and E¢(z)
a valori nell’algebra so(3) (scriveremo a,b,... = 1,2,3 per indicare gli indici
spaziali astratti e 4,7,... = 1,2,3 per gli indici interni di so(3)). La relazione

N

tra questi campi e le variabili metriche convenzionali & la seguente: Ef(x) e

27 [Ashtekar 1986].
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la triade inversa resa densitd, legata alle variabili configurazionali hq,(x) dalla
relazione

hh® = E*E?, (5.68)
dove h ¢ il determinante di hgp; mentre
A (@) = Ti(x) — kg (2) ; (5.69)

dove T () & la spin connection (a valori nell’algebra so(3)) e ki () ¢ la curvatu-
ra estrinseca di X. In queste nuove variabili, ’azione di Einstein viene riscritta
come

1
Iza/d‘*x\/g}z:

1 e

o /de/d%[—A;Eg + AiC; + N°C, + NW |,
(dove ridefiniamo G = 16m GNewton/C?) € C;, C, e W sono i vincoli (di diffeo-
morfismo, di Gauss e Hamiltoniano) [Barbero 1995]. Ne segue che il momento
canonicamente coniugato ad A° &

oI 1 -
“g) = —— = ——F, 5.71
M= =gk (571)

e quindi le parentesi di Poisson fondamentali della teoria sono date da
{AL@), Bl ) } = G oo, (). (5.72)

La versione spinoriale delle variabili di Ashtekar si ottiene introducendo le ma-
trici di Pauli 0,7 = 1,2,3, o, in modo equivalente, i generatori dell’algebra
su(2) 7 = —%ai:
E%z) = —iEXz)o; = 2E%(2)m,
i . (5.73)
Ay(x) = —§AZ(33)UZ- = A (z)7.

Aq(z) ed E%(z) sono matrici? complesse 2 x 2. Utilizzeremo gli indici A,B... =
1,2 per lo spazio spinoriale su cui agiscono le matrici di Pauli. In questo modo
i componenti dei campi gravitazionali sono AP (z) e E?AB(z).

Si noti che i campi A ed E non “vivono” su una varietd metrica, ma sulla
varieta % che, al livello delle presenti considerazioni, & soltanto differenziabile
dato che, nello spirito del processo di quantizzazione, i concetti metrici devono
essere definiti attraverso gli stessi campi A ed E. Questa circostanza impone una
profonda modifica della costruenda teoria di campo rispetto alle teorie special-
relativistiche: occorre ora incorporare la nozione relazionale di localizzazion
implicita nell’invarianza per diffeomorfismi attivi della relativita general@.

2 Per alleggerire la notazione tralasciamo 1'hat operatoriale su A, (z) ed E%(z).
298 veda [Rovelli 1996].
301 ’invarianza per i diffeomorfismi attivi della teoria della relativita generale implica che
gli eventi dello spazio-tempo, visti come punti di una 4-varieta differenziabile, siano tutti
bN13

equivalenti e privi di un’“identita fisica”; identita che viene costituita solo in termini del
campo metrico gravitazionale, che agisce come campo individuante.
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Un esempio tipico delle difficolta che si incontrano, se si cerca di applica-
re direttamente lo schema di quantizzazione ereditato dalle teorie di campo
special-relativistiche in una situazione in cui manca una struttura metrica as-
soluta, consiste nella circostanza che la promozione dei campi a operatori su
uno spazio di Hilbert non puo avvenire mediante I'usuale decomposizione in
frequenze positive e negative associate a operatori di costruzione e distruzione
(si veda il cap. [): se la metrica si puo ottenere solo a posteriori dai valori di
aspettazione di A ed E, viene a mancare infatti il tempo rispetto al quale si
dovrebbero valutare le frequenze.

Si sceglie allora di quantizzare delle osservabili diverse dagli operatori di
campo, legate al trasporto parallelo (olonomia) sulla rappresentazione fonda-
mentale dell’algebra: data una curva analitica o(7) in X, il propagatore parallelo
Uy di Ay lungo o7) € definito dall’equazione

d%_Ua(T, 70) + dadf—) Aq(a(1))Uqy(1,19) = 0, (5.74)
con la condizione al contorno U, (79, 70) AB = 5AB. La soluzione formale ¢

Un(r,m0) = P exp{— / "dr aaAa(a(T))}, (5.75)

0

dove P indica il path-ordering dell’esponenziale. Le osservabili che si quantiz-
zano sono date dai loops di Wilson, cioe dalle tracce delle olonomie di A, lungo
curve chiuse « analitiche a tratti,

Tla] = —tr[Ua], (5.76)

e dalle loop variables di ordine superiore, ottenute inserendo l'elemento E“
dell’algebra in n punti (s1,...,s,) di o

T a](81,...,8,) =
= —tr[Ua(s1, $0) B (3,)Un (Sns Sn—1) - - - Un(s2, sl)Eal(sl)]. (5.77)
Queste variabili “coordinatizzano” lo spazio delle fasi e hanno un’algebra di

Poisson (vedi BI3]) chiusa, che per le loop variables di ordine piu basso ¢ data
da

{Tlal, 7191} =0, 579
{700}, 7181} = ~(G/2)A(5, 5] (Tlats] - Tlatts57)). |
dove
81,5 = [ dr 303 - 9), (579)

e la parentesi T[a# s3] — T[a#sB~ ] corrisponde all’operazione di grasp (fig.
B.I): per loops « e (8 che si intersecano in s, a# 4 rappresenta il loop ottenuto
percorrendo « fino a s, passando a 3 nel suo senso naturale di percorrenza, e
ritornando infine ad o per chiudere il cammino; a5~ identifica invece il loop
ottenuto in modo analogo, ma percorrendo ( in senso inverso.
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GRASP = »

B

\4 - -

Figura 5.1: L’operazione di “grasp” sull’intersezione s tra due grafi o e 8

5.5.2 Loop representation

Una rappresentazione della loop algebra puod essere costruita a partire dallo
spazio delle combinazioni lineari finite di multiloops, ovvero di prodotti formali
di loops:

d=coy+ Z cilad] + ) ciyinlo, o] + - (5.80)

11,02
Lo spazio degli stati V della loop representation € dato dall’insieme delle classi
di equivalenza dei ® sotto la relazione di equivalenza di Mandelstam:

O~ U se T[] =T[V], (5.81)
dove la forma delle loop observables su un multiloop ¢ semplicemente
TR =co+ Y eiTlail+ > civiy Tow, | Tovy] + .- (5.82)
i i1,i2

e I'uguaglianza tra Wilson loops va intesa nel senso di uguaglianza per tutte le
connessioni lisce A, su Y. Tl passo successivo consiste nel definire 'azione degli
operatori lineari su V corrispondenti alle osservabili di loop: 'operatore ‘j'[a]
agisce semplicemente moltiplicando a destra ogni multiloop per [a] (per motivi
“storici”, gli operatori di loop si applicano da destra ai “bra” di V),

(et Soto+ X eanlonlo -

11,82

To] =

_ <CO + Y ailailo] + 3 el ool + . ‘ (5.83)

11,12

L’azione dell'operatore T° [a](s) su uno stato costituito da un singolo loop &
data da

R il2
(1817 [a)(s) = —20

=~ 28, 5)((fa#tsB) — (o5 7]]), (5:89)
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Figura 5.2: Un esempio di spin network state e della sua rappresentazione
planare

dove abbiamo introdotto la lunghezza elementare I3 = hAG = 167wl3. Dato
che ‘j'“[a](s) € un operatore di derivazione, la definizione si estende a tutto V
per linearita e per mezzo della regola di Leibniz. I due operatori lineari T[a] e
Jo [a](s) commutano con le relazioni di Mandelstam e sono pertanto ben definiti
su V.

Ogni elemento ® € V si puo rappresentare nel modo seguente: prima di
tutto, si considera il suo grafo -, cioé I'unione in ¥ dell'immagine di tutti i
suoi loops. 1 punti in cui v non & una sottovarieta di dimensione 1 di ¥ (cioe
sostanzialmente le intersezioni tra i loops) si dicono wvertici; e le parti di loop
comprese tra due vertici sono invece i lati del grafo. La valenza di un vertice &
data dal numero di lati che vi si incontrano.

Il grafo planare esteso I'ex di ® & per definizione la superficie bidimensio-
nale ottenuta “dando uno spessore” ad ogni lato di . Chiaramente, ¢, sara
topologicamente non banale. A questo punto tutti i componenti del multiloop
possono essere rappresentati dal loro disegno su I'ex (tangle). Le proprieta che
i tangles ereditano dalle classi di equivalenza dei ® permettono di utilizzare
la tangle-theoretic recoupling theor per dimostrare che i tangles ammettono
una base negli spin networks che vivono su I'ex [De Pietri e Rovelli 1996].

Uno spin network ¢ dato dalla somma dei tangles corrispondenti ad un grafo
trivalente con una colorazion “compatibile”, dove si ¢ sostituito a ogni lato
di colore p la somma antisimmetrica completa di p linee parallele, e si sono con-
nesse in ogni vertice tutte le linee entranti nell’'unico modo planare possibile.
Quindi uno stato di spin network (s| = (v,Tesz, S), & definito come quell’elemen-
to di V determinato da =, il suo grafico planare esteso e, ed uno spin-network
S su I'e,. Gli stati di spin network risultano pertanto caratterizzati da un grafo
v, dai numeri p. che rappresentano quanti loops sono presenti in ogni lato di -,

31Si veda ad es. [Kauffman 1994]

32 A ogni lato di un grafo si pud dare una “colorazione” associandovi un intero positivo p; la
colorazione si dice “compatibile” in un vertice se il colore di ogni lato entrante ¢ minore della
somma degli altri due (condizione di Clebsch-Gordon) e se la somma dei tre colori & pari.
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e dal loro riaccoppiamento (nei termini di vertici virtual) in ogni vertice di v
(vedi figura [5.2]).

Su V e possibile definire un prodotto scalar; infine, ¢ necessario fatto-
rizzare lo spazio di Hilbert cosi ottenuto in classi di stati equivalenti sotto i
diffeomorfismi di . Questa operazione si effettua con la tecnica della “media
di gruppo”. Lo spazio di Hilbert “fisico” Hpy, cosl fattorizzato ha una base
naturale negli s-knots, cioe nelle classi di equivalenza degli spin networks sotto
diffeomorfismi. Un s-knot ¢ caratterizzato da un “grafo astratto” in cui contano
soltanto la disposizione topologica e la colorazione dei segmenti.

5.5.3 L’operatore d’area

In una teoria quantistica della gravita la metrica ¢ dunque un operatore di
campo quantistico, e conseguentemente ’area di una superficie I' C X deve
essere descrivibild® in termini di un operatore quantistico A[F ]. Classicamente,
I’area della superficie I puo essere scritta come

AT :/d%\/demF :/ nanyEYEY, 5.85
] g LV mam (5.85)

dove AT ¢l pull-back su T della metrica hyp, € ng ¢ P'1-forma normale a I'. Dato
che contiene prodotti di operatori, I’'operatore quantistico A[F] che corrisponde
ad A[T'] deve essere definito attraverso una procedura di regolarizzazion. Si
trova che gli spin networks sono tutti autostati dell’operatore area, con auto-
valori completamente determinati dalle intersezioni dello spin network (s| con
I'. Queste possono essere di due tipi: (a) un lato attraversa I'; (b) un vertice
giace su I' (fig. B.3]). Si ha allora che

. 2
iam = (83 oo 20+ Sotor -2 - et +2)) 6l G50

dove p* e p® denotano la colorazione dei lati che escono rispettivamente “sopra”
e “sotto” la superficie, e p' indica la colorazione dei lati tangenti. Nel caso ci
siano soltanto intersezioni del tipo (a), si ottiene la formula pit semplice

R 2
Gl = (@2 X Vi 72 ) o] (587

338i introduce il termine virtuale per distinguere i vertici trivalenti dello spin-network su
T'ex dai vertici reali del grafo . Questa distinzione & importante perché un vertice n-valente
reale di v & caratterizzato da (n — 2)-vertici trivalenti virtuali dello spin-network S su Iex

34Si vedano ad es. [Ashtekar et al. 1995] [De Pietri 1997]

358i veda ancora [Ashtekar et al. 1995).

36Per I'invarianza per diffeomorfismi attivi che la teoria quantistica eredita dalla relativita
generale, € chiaro che la domanda “qual & I'area di I' ?” non ha alcun senso a meno che I non
sia identificata, in qualche modo, dalla “geometria quantistica” dello spazio-tempo oppure dal
valore dei campi di materia presenti su 3.

37[Ashtekar e Lewandowski 1997).
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\® /@

(©)
()

(a) (b)

(6)

Figura 5.3: Intersezioni possibili tra uno spin network (s| e una superficie
bidimensionale I"

(a) un lato attraversa I';

(b) un vertice di (s| giace suT": in questo caso (come mostrato nel riquadro) ’espansio-
ne del vertice in vertici virtuali trivalenti va fatta separando i lati che giacciano
“sopra”, “sotto” o tangenzialmente a I'.

5.5.4 L’area dell’orizzonte degli eventi

Arriviamo finalmente al lavoro preliminare di [Rovelli 1996] sulla derivazione
della formula di Bekenstein-Hawking in loop quantum gravity. Come sappiamo,
I'interpretazione statistica dell’entropia termodinamica avviene con l'individua-
zione di un ensemble statistico, ovvero di un insieme di stati microscopici attra-
verso i quali il sistema si muove in modo ergodico, e che sono vincolati da una
condizione al contorno (ad esempio un boundary adiabatico, oppure mantenuto
a temperatura costante) che ne determina la distribuzione statistica.

Per i buchi neri, ci sono forti indicazioni che gli stati “termodinamici” re-
sponsabili dell’entropia vadano ricercati negli stati dell’orizzonte degli eventi:
in questa direzione depongono i risultati ottenuti in gravita 2 4+ 1-dimensionale,
oltre alla considerazione del fatto che l'unica parte della regione di buco ne-
ro che puo effettivamente avere un’interazione causale con l'esterno e proprio
Iorizzonte.

Fisicamente, questo equivale a dire che la sorgente dell’entropia termodina-
mica del buco nero sta nelle fluttuazioni microscopiche di origine quantistica
che il suo orizzonte subisce interagendo con lo spazio esterno; questo non sara
mai perfettamente stazionario come prevedono le soluzioni classiche di Kerr-
Newman. Come abbiamo visto in sez. [4.3.1] la grandezza tipica che governa
lo scambio di energia tra un buco nero e la regione esterna e la sua massa
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[ A
M, = | ——. 5.88
167TG12\I ( )

Per il nostro buco nero, le naturali condizioni al contorno microcanoniche cor-
rispondono a fissare M, e dunque 'area dell’orizzonte degli eventi. L’obiettivo
sarebbe pertanto quello di contare tutti gli stati quantistici che corrispondono
classicamente a diversi spazio-tempo di buco nero caratterizzati da un orizzonte
di area A. Purtroppo, i mezzi tecnici attualmente disponibili non permettono
nemmeno di dare un senso definito all’affermazione che un dato stato quan-
tistico rappresenta corrispondenzialmente un buco nero classico. Supponiamo
tuttavia di essere riusciti a identificare una classe di “stati di buco nero”, ciascu-
no dei quali determina completamente tutta la geometria dello spazio-tempo, e
quindi anche l'orizzonte h. In loop quantum gravity, la condizione che h abbia
un’area A fissata induce un vincolo sulla porzione di spin network che interseca
le sezioni di h in X.

Questo ci permette di dare una prima grossolana valutazione di Sy con-
tando tutti i modi possibili di ottenere un’area A per una generica superficie
bidimensionale I" € Y. In questo modo, tuttavia, ci aspettiamo di sovrastimare
grandemente il numero dei microstati, perché non siamo in grado di impor-
re la condizione che lo stato rappresenti nel suo complesso un buco nero, né
tantomeno che I' abbia in qualche senso la geometria di un orizzonte degli
eventi.

Se procediamo direttamente in questo modo e contiamo gli spin networks
che intersecano la superficie in entrambi i modi rappresentati in fig.[5.3] le inter-
sezioni di tipo (b) rendono infinito il numero di stati accettabili. E necessario
pertanto ridursi alle sole intersezioni (a) (alla fine della sezione ritorneremo su
questo punto fornendo un argomento che rende plausibile questa ipotesi).

Il problema consiste allora nell’individuare il numero N, di diverse n-uple
ordinate di interi (p1,...,pn) (con n arbitrario) tali che

87> /pilpi +2) = A=8rM. (5.89)

irriducibile

(nelle unita adimensionali di Planck, dove M ¢ un numero molto grande.) Un
limite superiore NAJQ per Ny si puo ottenere approssimando sistematicamente
le radici /p;(p; +2) con p;; dobbiamo allora trovare il numero di n-uple di
interi tali che

}:m:M- (5.90)

Notiamo che se (pi,...,pn) € una partizione di M, allora (pi1,...,pn,1) €
(p1,-..,pn + 1) sono partizioni di M + 1. Si puo pertanto scrivere la relazione
di ricorrenza
+  _on+ + _ oM-1
Ny =2Ny; = Ny =2 . (5.91)

Un limite inferiore N;, si puo invece trovare con l’approssimazione

pi(pi +2) =pi + 1; (5.92)
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ora, il numero di n-uple ordinate che soddisfano

> (pi+1) =M, (5.93)

7

coincide con il numero di diverse partizioni di M in interi > 2. In modo analogo
a quanto abbiamo appena fatto, notiamo che se (p1, ..., py) € una tale partizione
di Me(q1,.-.,qn) loedi M —1, allora (p1,...,pn +1) e (q1,...,9m) lo sono
entrambe di M + 1. Si ha quindi

Ny = Ny + Ny (5.94)

questa stessa relazione di ricorrenza definisce la successione dei numeri di Fi-
bonacci apr; come € noto, il rapporto aps41/ay tende alla sezione aurea (1 +
\/3) /2. Combinando questa informazione con la stima precedente, concludiamo

che
d
log Ny =dM = —A, (5.95)
8

dove d € un numero compreso tra 0.019 e 0.027, da confrontare con il fattore
0.25 della formula di Bekenstein-Hawking.

Come abbiamo detto, il risultato & preliminare. Innanzitutto abbiamo co-
struito un ensemble statistico per i soli stati dell’orizzonte fissando la geometria
esterna dello spazio-tempo, mentre si potrebbe pensare di costruire (come in
sez. 5.3.3) una meccanica statistica che comprenda esplicitamente gli stati del-
la regione esterna. In [Krasnov 1996] si cerca di compiere un primo passo in
questa direzione.

Sarebbe infine desiderabile dare una caratterizzazione diretta della superfi-
cie I' come orizzonte degli eventi. Una possibile via di soluzione ¢ la seguente.
Ogni stato |w) che rappresenta un buco nero fisico puo essere espanso sulla
base degli s-knots. Supponiamo di poter trovare delle osservabili O; che rappre-
sentino misurazioni effettuate all’infinito futuro nullo J*: per ogni s-knot |S)
si definirebbero allora come “interni” tutti i lati il cui colore non influisce sul
valore di aspettazione delle O;. Una definizione simile si potrebbe dare anche
per i vertici.

Orbene, orizzonte degli eventi potrebbe essere definito come 'insieme dei
lati esterni (cioé non interni) collegati ad almeno a un vertice o lato interno. Si
potrebbe allora pensare che questi lati identifichino 'orizzonte degli eventi come
la superficie classica in X che li interseca tutti. Questo, tra ’altro, rimuoverebbe
il problema delle intersezioni di tipo B, che sarebbero semplicemente assenti.

Per il momento non e pero possibile proseguire su questa via perché, oltre a
non essere affatto chiaro quando uno stato possa rappresentare un buco nero,
non si conosce alcun modo di definire le osservabili Ol



Appendice A

Elementi di geometria
differenziale: campi di Killing
e congruenze di geodetiche

Presentiamo qui alcuni teoremi e definizioni particolarmente importanti per
la formulazione e dimostrazione di alcuni dei risultati presentati in questa tesi.
Dato che questo non vuole essere un trattato di geometria differenziale applicata
alla relativita generale, nemmeno in quarto, rimandiamo il lettore agli ottimi
testi disponibili [Anderson 1967, [Misner et al. 1973l [Wald 1984al [Baez 1994].

A.1 Derivata di Lie

La definizione di un’operazione geometrica di derivazione per un campo tenso-
riale definito su una varieta differenziabile M implica la specificazione arbitraria
del modo in cui i vettori devono essere trasportati attraverso la varieta (oppu-
re, equivalentemente, di come gli spazi tangenti della varieta in punti diversi
devono essere posti in corrispondenza). Questo problema puo essere risolto in
generale specificando una connessione.

C’¢ tuttavia un modo di definire la derivata di un campo tensoriale lungo
le traiettorie di un gruppo a un parametro ¢; di diffeomorfismi della varieta
senza far ricorso al trasporto parallelo. Infatti per ogni diffeomorfismo ¢; &
definito in modo univoco (attraverso operazioni di push-forward e pull—bac)

! Push-forward di un campo vettoriale u® attraverso il diffeomorfismo ¢: per ogni funzione
f(x) : M — R, & definito un campo vettoriale ¢*u” la cui azione ¢ data da

(¢"u") f(x) = u® f(()). (A1)

Dalla nozione di push-forward per i vettori & possibile derivare la trasformazione
corrispondente (di pull-back) per i covettori: per ogni campo vettoriale u®,

(@+va)u® = va (P u"); (A.2)

procedendo ricorsivamente si puo estendere I'operazione a tensori con indici covarianti e
controvarianti multipli.
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il tensore carried-along ¢; T %y, p,, che rappresenta T' “spostato” da ¢;: se in
particolare ¢;T =T, ¢; & una trasformazione di simmetria per T.

La derivata di Lie £, T (dove v® & il campo vettoriale che genera ¢;) nasce
dal confronto di 7" con il suo tensore carried-along lungo le traiettorie di ¢:

“ T —T
£ouT = lim 2 =T (A.3)
t—0 t

quest’equazione definisce effettivamente un’operazione lineare che soddisfa la
legge del prodotto di Leibniz (dunque, una derivata). Nella definizione abbiamo
preso il carried-along per il parametro —t perché vogliamo valutare la variazione
del tensore nella direzione delle traiettorie dei diffeomorfismi. L’azione di £ a
su un campo vettoriale u® & data da

b b
Lypau’ = [v,u]’; (A.4)
l'azione di £,a su una l-forma pud essere ricavata da

£Lpa (wbub) = Wy L ya u’ + Ul £y wy = wb(vCchb — ucvcvb) + Ul £ya wp =

= v“(wbub) = wpv°Vou? + uPv° Vo,

(A.5)

e quindi
Ly wp = v2Vwp 4+ wp V0 (A.6)

in generale,

ai,a _
Lye Ty =

c ai,a QA1 yeeeyCyerey a; ai,a, c

= VNI Ry — E T K1 by Vet ™ + E T ety Vo, U7

i J

(A7)

A.2 Campi di Killing

Una isometria ¢ un diffeomorfismo ¢ : M — M tale da lasciare invariata la
metrica:

qb*gab = Yab- (A8)

Un campo vettoriale £¢ che genera un gruppo a un parametro di isometrie ¢
¢ detto campo di Killing: € ovvio che la derivata di Lie della metrica lungo £°¢
dovra annullarsi; pertanto, £¢ € caratterizzato dall’equazione di Killing:

£§°’ Gab = fcvcgab + gcbvagc + gacvbgc =

= Vu&p + Vo = 0; (Ag)

dove V. ¢ la derivata covariante compatibile con la metrica (V.gqu = 0). I campi
di Killing £* godono di alcune proprieta interessanti:
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1. se u® e il vettore tangente di una geodetica ~, allora 4l valore di £ u® =
Gap&®ul é costante lungo tutta la geodetica:

uPVy(€au®) = uP (Vo + £ Vpu®) =
L o (A.10)
= Eu u (Va&p + Vi€a) + &a(u’Vpu®) = 0,

dove il primo addendo dell’ultima riga ¢ nullo per ’equazione di Killing,
il secondo per ’equazione delle geodetiche;

2. con un calcolo analogo si puod vedere che la derivata di Lie di u’Vyu® si
annulla, e pertanto le isometrie infinitesime (e quindi tutte le isometrie)
portano geodetiche in geodetiche.

3. applicando il tensore di Riemann a un campo di Killing e utilizzando
I’equazione di Killing, si ottiene

Rabcdgd = vavbgc - vaagc = Vavbgc + vacgaQ (A'll)

il nome degli indici non ha ovviamente alcuna importanza: 1’equazione
sarebbe stata ugualmente vera se I’avessimo scritta per gli indici (bea) o
(cab) invece che (abc); consideriamo allora I’equazione ottenuta sommando
termine a termine le equazioni “(abc)” e “(bca)” e sottraendo “(cab)”:

1
vacga = E(Rabcd + Rbcad - Rcabd)gd = _Rcabdgcﬁ (A12)

dove abbiamo sfruttato le proprieta di simmetria del tensore di Riemann.
Da questa equazione segue che, su varieta differenziali connesse, ogni cam-
po di Killing £* é completamente determinato dal suo wvalore insieme a
quello della sua derivata V& in un qualsiasi punto p della varieta. In
particolare, allora, si trova che

4. se &% e V& st annullano in un punto di una varieta connessa, allora sono
nulli dappertutto;

5. su una varieta connessa di dimensione d ci sono al pii n+n(n—1)/2 =
n(n+1)/2 campi di Killing linearmente indipendenti (questa infatti ¢ la
dimensione dello spazio dei dati iniziali £% e V,&, in un punto, considerato
che V,&, ¢ un tensore antisimmetrico per I'equazione di Killing).

A.3 Congruenze di geodetiche

Le geodetiche di una varieta metrica (M, gqp) sono le curve il cui vettore tan-
gente soddisfa I’equazione del trasporto parallelo

uVu® = 0; (A.13)

scrivendo le geodetiche nella forma parametrica z#(7) in una base di coordinate,
si ottiene

A2zt dz? dx¥
“Ul/ 5 =V, A.14
dr2 dr dr 0 ( )
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dove i I'*,,,, sono i simboli di Christoffel. Dato un punto p e un vettore tangente
t* in p, esiste ed & unica (a meno di una riparametrizzazione affine 7' = ¢t +d)
la geodetica passante per p con tangente t%.

Consideriamo ora una famiglia a un parametro v4(7) di geodetiche time-
like; in ogni punto del manifold 2-dimensionale {vs(7)} & definito il vettore di
deviazione x* = (0s)%; variando la parametrizzazione delle singole geodetiche, si
puo sempre fare in modo che z¢ sia ortogonale a u® = (9;)%, e che 0s(u®ug) = 0.
Allora z% e u® commutano:

[, 2]* = u’Vya® — 2°Vyu® = 0. (A.15)

Lungo ogni geodetica, v® = t*V,z® descrive come varia il vettore z® che per-
mette di spostarsi su una geodetica infinitesimalmente vicina; v* = t®Vyv® & al-
lora I'accelerazione relativa di geodetiche infinitesimalmente vicine della stessa
famiglia. Per v si ricava ’equazione di deviazione geodetica

V= uCVc(ubexa
= uCVc(wabu“
= uV,2?) (Vpu®) + u®z’V, Vyu® =
= (chcub)(Vbu“) + u2’Vy Vou® — Rupgtulalud =
= 2V (u’Vyu®) — Repg®ualul =

—Rcbd“mbucud,

) =
) =

(A.16)

dove abbiamo sfruttato I'eq. (A15]), la definizione di tensore di Riemann, e l'eq.
Una famiglia di geodetiche & una congruenza per O C M se per ogni p € O
ne passa esattamente una. I vettori tangenti u® delle geodetiche formano allora
un campo vettoriale continuo. Possiamo considerare una sottofamiglia a un
parametro con vettore di deviazione x®: dato che z e u* commutano,

u?Wyz® = 2Vyut = 2°B%,. (A.17)

Dunque By, = Vpu® misura quanto x¢ si discosta dall’essere trasportato pa-
rallelamente lungo u®, ovvero il modo in cui le geodetiche infinitesimalmente
vicine della congruenza tendono ad avvicinarsi o allontanarsi. Per questo mo-
tivo By € definito naturalmente nel sottospazio ortogonale alla congruenza di
geodetiche: I'operatore di proiezione hy, = gap + uqup ortogonale a u® ha azione
idempotente su B:

h® By, = Bae. (A.18)

Dal punto di vista geometrico ¢ utile scomporre il tensore B, nella sua traccia,
nella parte simmetrica traceless e nella parte antisimmetrica; si definiscono
allora

espansione : 6 = B®%hy, (A.19)

1
shear : Ogbh = B(ab) - geh‘lb’ (AQO)
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twist 1 wap = Blay; (A.21)
1
By = ge(gab + uaub) + O + Web- (A.22)

Lungo una qualsiasi geodetica, 6 rappresenta 1’espansione media delle geodeti-
che infinitesimalmente vicine; wg, misura la loro rotazione; o, descrive invece
la distorsioni di sfere nello spazio tangente in ellissoidi. E semplice valutare la
velocita di cambiamento di B, lungo le geodetiche:

uV,Bay = —B¢,Bae — Rpea®uuy, (A.23)

dove abbiamo usato
0 =V (u“Veoug) =
= (Vpu®)(Veug) + uVpVeoug = (A.24)
= (Vpu)(Veuq) + uVeVyug + U Rpeg g

Prendendo la traccia dell’eq. (A.23]) si ottiene I'equazione di Raychauduri per
la variazione di 6 (su geodetiche time-like):

do
i 9PuV,. By = u°V,0 =
= _gabBchac - gabRacbducud = (A'25)
1
= —592 — O'abO'ab + wabw“b — Rcducud.

Se invece di geodetiche time-like avessimo considerato geodetiche nulle, le cor-
rispondenti grandezze caratteristiche sarebbero state definite su una superficie
bidimensionale; una direzione nulla, infatti, ¢ individuata univocamente da un
sottospazio ortogonale bidimensionale space-like, grazie all’ulteriore vincolo di
giacere su un cono di luce. Possiamo pertanto procedere in modo analogo a
prima, tenendo presente che hg,, proietta su un sottospazio bidimensionale, e
che lo shear & definito come

1
Oab = B(ab) - iohab; (A26)

I'equazione di Raychauduri per geodetiche nulle ¢ pertanto

do 1
pri —592 — 0ap0? + wapw®

b — Rqu‘ul. (A.27)
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Appendice B

Causalita e struttura conforme

Quando si vuole passare dall’analisi delle proprieta locali di una soluzione delle
equazioni di Einstein (che si possono determinare esaminando la metrica, i
tensori di curvatura, e cosi via) allo studio delle sue proprieta globali, viene
spontaneo chiedersi come la soluzione si comporti all’infinito. La risposta pero
non puo venire senza prima aver attribuito un significato preciso al concetto di
“infinito”: visto infatti che in una teoria invariante per diffeomorfismi come la
relativita generale le coordinate non hanno alcun senso fisico, i loro limiti non
possono individuare l'infinito.

E necessaria invece un’indagine sulle caratteristiche geometriche dello spazio-
tempo: un modo & quello di analizzare il comportamento di curve time-like,
space-like o null-like inestendibili, tali cioe che non esista nessuna curva “piu
lunga” che le comprende interamente. Almeno alcune di queste curve saranno
dirette “verso l'infinito”!

B.1 Punti all’infinito e punti singolari

Da questo punto di vista assume particolare importanza 1’analisi della struttura
causale dello spazio-tempo: si identifica il concetto di “infinito” con quello
di causal boundary. Nella frontiera causale confluiscono pero insieme ai punti
all’infinito anche i punti singolari: in relativita generale uno spazio-tempo si
dice singolare quando ammette delle curve causali inestendibili terminano con
un valore finito del loro parametro affine. Il concetto di singolarita & quindi, in
qualche modo, assimilabile a quello di punto mancante (questa ¢ una peculiarita
della teoria: i punti in cui il campo gravitazionale non & definito non sono
neanche definiti geometricamente, ma sono fuori dallo spazio-tempo!).

Tra la fine degli anni ’60 e l'inizio degli anni '70 sono stati fatti diver-
si tentativi di definire nel modo piu naturale ed efficace possibile la frontiera
causale di uno spazio-tempo datdl. Si voleva trovare una regola generale per
individuare un insieme OM che rappresentasse insieme i punti non singolari e
i punti “all’infinito” di M. OM doveva poter essere determinato unicamente
da misurazioni compiute in punti non singolari, ovvero dalla struttura dello

1Si veda [Hawking ed Ellis 1973].

187



188 APPENDICE B. CAUSALITA E STRUTTURA CONFORME

spazio-tempo (M, gqp). Occorreva inoltre fornire una topologia e una struttura
causale opportune all’insieme M+ = M U OM.

Tra i lavori usciti in quegli anni particolare rilievo merita I'articolo di Gero-
ch, Kronheimer e Penrose [Geroch et al. 1972, [Hawking e Penrose 1996], dove
si mostra come “incollare” a un generico spazio-tempo i punti dell’infinito tem-
porale futuro e passato, definiti con considerazioni squisitamente causali. Esa-
miniamo in dettaglio il loro modello. In uno spazio-tempo fortemente causale
esiste una corrispondenza biunivoca tra ogni punto p e il suo passato cronologico
I~ (p). Inoltre I~ (p) gode per ogni punto p delle seguenti proprieta:

1. I~ (p) e aperto;
2. I~ (p) € un insieme passato, cioe I~ (I~ (p)) C I~ (p);

3. I7(p) non ¢ esprimibile come unione di due insiemi disgiunti con le pro-
prieta 1 e 2.

Generalizzando, chiameremo IP (insieme passato indecomponibile) un insieme
con le proprieta 1, 2 e 3. Tra tutti gli IP definiamo PIP (propri) gli insiemi
A per i quali esiste un punto p tale che A = I~ (p) e TIP (terminali) tutti gli
altri. Si puo dimostrare che un insieme A & un TIP se e solo se esiste una curva
timelike 7 inestendibile nel futuro tale che A = I~ (7).

A ogni TIP si puo dunque immaginare di associare un osservatore in moto
sulla worldline  che lo genera; il moto puo continuare per valori arbitrariamente
grandi del tempo proprio, oppure arrestarsi entro un suo valore finito quando la
worldline termina in una singolarita. In entrambi i casi ¢ evidente che i TIP sono
degli ottimi candidati a rappresentare i punti ideali dell’infinito futuro. I PIP,
a loro volta, rappresenteranno i punti reali dello spazio-tempo, ovvero i punti
effettivamente raggiungibili per valori finiti del tempo proprio di una worldline;
la loro struttura geometrica sara, naturalmente, specificata dalla metrica ggp.

All’insieme M di tutti gli IP rimangono da assegnare una struttura causale
e una topologia che estendano quelle di M. La causalita e introdotta su M
in modo naturale: ad esempio diremo che I'IP A sta nel passato causale di B
se A C B. L’assegnazione di una topologia all'insieme degli IP ¢ invece una
questione piu delicata; rimandiamo al lavoro originale per un approfondimento
dell’argomento.

Un discorso del tutto analogo vale per gli IF, ossia gli insiemi futuro in-
decomponibili; questi si suddividono in PIF e in TIF. I primi sono ancora in
corrispondenza biunivoca con M; i secondi rappresentano i punti ¢deali dell’in-
finito passato. La frontiera OM & data dall’'unione dei TIP e dei TIF. Si noti
come Geroch, Kronheimer e Penrose non facciano alcuna distinzione tra i punti
singolari e i punti all’infinito: la curva o le curve inestendibili v associate, ad
esempio, a un TIP A = I~ () possono essere, indifferentemente, di lunghezza
finita o infinita nel futuro e rappresentare quindi 'osservatore che termina la
sua esistenza in una singolarita come quello che continua indefinitamente il suo
viaggio. Questa indistinguibilita & dovuta al fatto che il modello & costruito
unicamente sulla base della struttura causale dello spazio-tempo.
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B.2 Trasformazioni conformi e diagrammi di Penro-
se

Come ¢ noto, in relativita generale la geometria lo spazio-tempo ¢ descritto da
una varieta differenziale metrica. Due varieta metriche con la stessa struttura
causale rappresentano spazio-tempo diversi ma, per quanto abbiamo detto fi-
nora, sono accomunate da una stessa struttura dei punti all’infinito. Ci si puo
allora chiedere qual € la piu generale trasformazione della metrica g, di uno
spazio-tempo che ne lascia inalterate le proprieta causali: occorre senz’altro
che in ogni punto la nuova metrica g, delinei lo stesso cono di luce, per non
cambiare la natura time-like, light-like o space-like dei vettori tangenti. La tra-
sformazione che cerchiamo sard percio della forma Ggp = Q%gqp, dove Q & una
funzione scalare strettamente positiva che riscala la norma dei vettori tangenti,
lasciando quindi nulli (light-like) i vettori a norma nulla. Una trasformazione
di questo tipo si dice conforme.

Due varietd metriche (M, gqp) € (M, Jap) si dicono pertanto conformemente
isometriche se esistono un diffeomorfismo ¢ : M — M e una funzione scalare
non nulla Q tale che ¢*gp = 92§, dove ¢* denota il pull-along dei tensori
definiti sulla varieta (vedi nota [l di app. [Al).

Nel caso di spazio-tempo a simmetria sferica risulta particolarmente utile
considerarne le sezioni bidimensionali a coordinate angolari 6 e ¢ fissate. Si
ottiene allora una varieta metrica bidimensionale di segnatura (—1,1), acco-
munata allo spazio-tempo originario da alcune importanti caratteristiche, come
I’eventuale presenza di orizzonti e, nella maggior parte dei casi, di singolarita.
A questo punto, per mezzo di un’opportuna trasformazione conforme, ¢ pos-
sibile restringere questa superficie, in generale di area infinita, a una di area
finita, e quindi rappresentarla graficamente. La figura cosi ottenuta viene det-
ta diagramma di Penrose, e rappresenta una varieta metricamente diversa, ma
causalmente identica alla sezione originale.

B.3 Lo spazio di Minkowski

Come primo esempio, studieremo la struttura conforme dello spazio di Minkow-
ski e ne costruiremo il diagramma di Penrose. Questo & un caso particolarmente
importante poiché, come vedremo, sulla sua conformazione all’infinito viene mo-
dellata la definizione di spazio asintoticamente piatto. In coordinate sferiche la
metrica gy, ¢ data da

ds® = —dt® + dr® + r2(df? + sin%0 d¢?); (B.1)

per ogni punto (¢,7) con —oco < t < 400, 0 < r < 400 ¢’¢ una superficie sferica
di area 4mr? descritta da 6 e ¢. Trascuriamola e concentriamoci invece sulle
coordinate t e r: ci si aspetta che U'infinito causale dello spazio di Minkowski si
possa suddividere nelle seguenti regioni (fig. [B.1):

it = {t — 400 per r fissato} futuro infinito time-like,

i~ = {t — —oo per r fissato} passato infinito time-like,
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Figura B.1: Regioni asintotiche dello spazio-tempo di Minkowski

i® = {r — +o0 per t fissato} infinito space-like, (B.2)
J* = {t +r — +oo per t — r fissato} futuro infinito null-like,
J7 ={t—r — —oo per t + r fissato} passato infinito null-like.

u=t—rewv =t+r vengono dette coordinate nullﬂ, e ricoprono lo spazio-
tempo di Minkowski con gli intervalli —co < u,v < 400, v — u > 0; la metrica
prende la forma

ds® = —du dv. (B.3)

Tutte le curve time-like inestendibili sono dirette nella regione i e originano
da i7: tra queste sono comprese tutte le geodetiche time-like e dunque tutti
gli osservatori; analogamente le curve null-like escono da J~ per finire tutte in
J*. Per meglio identificare la natura topologica di queste regioni definiamo le
nuove coordinate (7, () con

1
uzt—r:tani(n—ﬁ),

1 (B.4)
v=t+r :tani(n—kﬁ),
cosicché
ds* = Q*(n, () (—dn® + d¢?), (B.5)
dove )
02 = (B.6)

"~ 4cos? s(+¢) cos2i(n—¢)

2In quanto le curve u = cost e v = cost descrivono effettivamente geodetiche nulle.
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Figura B.2: (a) Diagramma di Penrose dello spazio-tempo di Minkowski; (b)
superfici a tempo t costante; (c) superfici a raggio r costante

(a) Diagramma di Penrose: in ogni punto i coni di luce sono rappresentati da linee a
45° con la verticale, cosicché € immediato vedere, ad esempio, che tutto lo spazio-

tempo di Minkowski sta nel futuro causale di i~ e J—, e nel passato causale di
+ o gt
1T edT.

(b) e (c) Leffetto della trasformazione conforme & di addensare infinite superfici a
tempo costante e a raggio costante in un intorno finito di J* e J™.

Dal momento che le nuove coordinate hanno un range finito (( +n < m, ¢ >
0), la trasformazione conforme di cui abbiamo bisogno per “restringere” lo
spazio-tempo che stiamo considerando ci & suggerita dall’equazione (B.5):

Jab = Q" gap- (B.7)

La nuova metrica “non fisica” g, descrive uno spazio-tempo localmente identico
a quello di Minkowski, in cui le coordinate ¢ e r sono sostituite da 7 e ¢ (fig.
B.2). Lo spazio-tempo (M,gab) ha la stessa struttura causale di (M, gqp), ma le
distanze tra punti corrispondenti misurate con le due metriche possono differire
per fattori anche infiniti: in effetti, (J\~/E, Jap) si estende solo fino a valori finiti
delle coordinate n e {, per cui ogni geodetica ha lunghezza finita e le regioni
asintotiche di (M, gq) corrispondono ai punti al finito della frontiera.
Abbiamo cosi costruito il diagramma di Penrose dello spazio di Minkowski.
A questo punto ’analisi della struttura dell’infinito causale diventa immediata.
In fig. [B.2] (b) sono rappresentate alcune geodetiche space-like t = cost: tutte
confluiscono in un punto i® della frontiera che rappresenta l’infinito nella dire-
zione spaziale. Viceversa le geodetiche r = cost hanno tutte origine nel punto
i~ e termine nel punto i, che rappresentano rispettivamente [’infinito passa-
to e futuro timelike. L’infinito nullo futuro ¢ rappresentato dal segmento J* e
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I’infinito nullo passato da J~. Riassumendo:
it = ((=0,n=m);
im = ((=0n=—m);

= (C=mn=0);

+ -
J_ —(+n=m; (B.8)
J —=(—n=m.

La caratteristica principale dei diagrammi di Penrose ¢ che le geodetiche nul-
le sono sempre rappresentate da linee a 45°, cosicché e immediato decidere se
due punti (al finito o all’infinito!) sono in contatto causale (vedi ancora fig.
B.2). Questo sarebbe stato vero anche se al posto della (B.7)) avessimo compiu-
to un’altra trasformazione conforme; il diagramma sarebbe stato, in generale,
diverso da quello rappresentato nella figura, ma i+, i~ e i® sarebbero rimasti
comunque punti e J=, J* dei segmenti di linea curva.

B.4 Lo spazio-tempo di Schwarzschild

Un altro esempio classico di diagramma di Penrose ¢ quello che si ottiene per
la geometria di Schwarzschild:

2M oM\ !
ds? = — <1 — T) dt? + <1 — T) dr?® 4 r*(df? + sin® 0 df); (B.9)

questa metrica rappresenta uno spazio-tempo asintoticamente piatto (tale cioe

che la metrica tende a quella di eq. (B.I)) per r — 400) e a simmetria sferica

(per cui trascureremo da qui in poi le coordinate angolari). Per eliminare la

singolarita apparente in r = 2M e utile passare alle coordinate nulle di Kruskal

i = —4Me~(t=T)/AM

B.10

b= 4Me(t+T*)/4M7 ( )

dove r* = r + 2M log(r/2M — 1) & la tortoise coordinate di Regge-Wheeler,

con range —oo < r* < 400 per 2M < r < +oo. La regione di spazio-tempo

r > 2M, —o0o < t < 400 & ricoperta dagli intervalli ranges —oo < @ < 0 e
0 < ¥ < 400; la metrica si scrive

_2M

ds? = - e"?M qii dp, (B.11)

& manifestamente regolare in r = 2M, e puo essere estesa analiticamente a inter-
valli completi per @ e ¥, ingrandendo cosi la varieta differenziale che rappresenta
lo spazio—tempc@. Per comprendere cosa rappresentano fisicamente le nuove re-
gioni dello spazio-tempo ottenute con questa estensione della geometria, si puo
ora compiere la trasformazione conforme

7 = tan = (n — ©),
2 (B.12)
U= tani(n + C))

3Tuttavia r non sara pitt definito implicitamente dalla eq. (B-I0): questo problema & an-
cora una manifestazione delle patologie delle coordinate di Schwarzschild, e puo essere risolto
semplicemente cambiando i segni di fronte ai fattori 4M.
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Figura B.3: (a) Struttura causale e (b) coordinate r e t della estensione di
Kruskal della geometria di Schwarzschild

E evidente come la regione III (di buco nero) & esclusa dal passato causale dell’infinito
futuro nullo J*.

per la quale la metrica diventa

C2M e PM(—dp? 4 d¢?)

ds? = ——— T T
7 4cos? 5(n+¢) cos? 5(n —¢)

= Q%(n, Q) (—dn* +d¢?). (B.13)

La metrica conformalmente equivalente che otteniamo ¢ uguale al caso dello
spazio-tempo di Minkowski, ma cambiano i valori di 7 e ( ammessi! La struttura
causale dello spazio-tempo sara pertanto diversa. Vediamo come.

La regione esterna del buco nero (r > 2M) ¢ riprodotta dalla regione I di
fig. B.3l Tutte le curve time-like o null-like che non raggiungono valori di r
inferiori a 2M terminano nell’infinito futuro time-like i+ o null-like J*.

Se invece una curva causale si avventura nella regione III (corrispondente a
r < 2M, e descritta da coordinate di Kruskal @,7 > 0), I'inclinazione dei coni
di luce gli precludera la possibilita di tornare mai fuori, e la curva terminera
con un tempo proprio finito nella singolarita » = 0, dove la curvatura dello
spazio-tempo diventa infinita. La superficie nulla ht (r = 2M) ¢ pertanto un
orizzonte causale passato per it e JT, perché delimita una regione di spazio-
tempo esclusa dal passato causale di i UJT. La regione 111 si dice allora buco
nero e h™ orizzonte degli eventi.

La regione IV (u, 0 < 0) ha esattamente la proprieta opposta: ogni osserva-
tore (e ogni fotone!) presente in IV deve essere stato in qualche modo originato
dalla singolarita, ed & escluso dal passato cronologico di ¢~ e J7: dal punto
di vista di tutte le world-line dello spazio esterno, tutti gli eventi di IV sono
passati. La regione IV ¢ chiamata buco bianco.

La regione II (u > 0,7 < 0), infine, rappresenta una regione di spazio-
tempo asintoticamente piatto formalmente identica alla regione I, ma & da
questa causalmente isolata.
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B.5 Asymptotic flatness

Nell’'ultima sezione abbiamo definito lo spazio-tempo di Schwarzschild come
asintoticamente piatto in quanto approssima all’infinito la struttura dello spazio-
tempo di Minkowski. In generale, tuttavia, decidere se un dato spazio-tempo
possiede questa proprieta puo essere un problema difficile e matematicamente
delicato.

L’idea ¢ appunto quella di verificare, tramite un’opportuna trasformazione
conforme, se lo spazio-tempo che si vuole studiare presenta le stesse regioni
asintotiche dello spazio di Minkowski. A seconda dell’uso che se ne vuole fare
esistono pero diverse definizioni di asymptotic flatness! Nello studio di sistemi
astrofisici, ad esempio, ¢ importante imporre delle condizioni di “appiattimento”
nelle direzioni nulle e space-like: I'importante lavoro sul collasso gravitaziona-
le e sui buchi neri svolto a cavallo degli anni '60 e ’70 da Penrose, Hawking,
Gibbons e Geroch parte dalla definizione di spazio-tempo asintoticamente sem-
plice (ovvero asintoticamente piatto nelle direzioni nulle) data da Penrose. E
possibile trovare una completa bibliografia, insieme a un’elegante trattazione
generale dell’argomento, in [Hawking ed Ellis 1973].

Nel seguito ci riferiamo a una definizione piu recente, data da Ashtekar nel
1980 [Ashtekar 1980]. Le condizioni imposte da Ashtekar risultano abbastanza
complicate e piuttosto “tecniche”. La definizione che riportiamo, invece, non
ha la pretesa di essere esaustiva (tralasciamo, ad esempio, le varie condizioni
sufficienti sulla derivabilita delle funzioni che entrano in gioco), ma fornisce una
chiara idea dello spirito e della linea generale che si vuole seguire.

Uno spazio-tempo vuoto (M, gqp) € detto asintoticamente piatto all’infinito
nullo e space-like se esiste un’altro spazio-tempo (M, Jap) € un’isometria con-
forme ¢ : M — (M) C M (con fattore conforme Q) che soddisfano le seguenti
condizioni:

1. esiste un punto i® € M tale che J*(i0) U J—(i0) = M \ M;
2. la funzione €2 puo essere estesa a tutto 3\7[;
3. definendo due sottinsiemi J* e 3~ di M con
gt =J+@%) -, T =J-(% -, (B.14)

si ha:

(B.15)

L’'immersione di M in una varietd pitt grande M permette di identificare come
regioni asintotiche (esterne) di M dei sottinsiemi che stanno propriamente in
M. Per come & definita, questa immersione & tale da fare coincidere I'infinito
space-like di M con un solo punto di M. Questo significa che se si potesse
considerare una opportuna sezione bidimensionale, M avrebbe le sembianze di
un cilindro, e il trasformato conforme di M sarebbe avvolto attorno a questo
cilindro con le estremita che si toccano in i°. La condizione 1 identifica I'infinito
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space-like di M come quel punto di M che non ha relazioni causali con M ma le
ha con tutto il resto di M. L’infinito passato e futuro nullo ¢ invece identificato
dalla condizione 3 come l'insieme nullo (J* e J~ sono infatti nulli) che divide
M dal resto di M ed & “attaccato” a i (come vuole I'analogia con lo spazio
di Minkowski). La condizione 2 assicura che € si comporti “sufficientemente
bene” negli intorni dell’infinito, dove per la condizione 3 deve annullarsi, per
restringere le regioni asintotiche illimitate dello spazio-tempo fisico M a regioni
compatte dello spazio-tempo non fisico M.
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